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Abstract. Our aim is to study the cohomology groups of some coherent sheaves on a
Grif¢ths^Schmid variety associated with an anisotropic Q-from of the unitary group SU(2,1).
We de¢ne some transforms relating this cohomology to the coherent cohomologygroups of some
sheaves de¢ned on certain threefolds, which are ¢bered in projective lines over Picard modular
surfaces. In particular, we give a complete and explicit description, in terms of classical Picard
modular forms, of the holomorphic (resp. anti-holomorphic) part of the 1-cohomology of the
Grif¢ths-Schmid variety. From this, it results an explicit generating system for the part of the
2^cohomology which correspond to those automorphic representations whose archimedean
component is a degenerate limit of discrete series.
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Introduction et notations

Cette ëtude fait suite a© l'article [Ca] ou© nous avions calculë la cohomologie de cer-
tains faisceaux cohërents sur les variëtës de Grif¢ths^Schmid associëes a© des groupes
unitaires de type �2; 1�. Partons du groupe unitaire GR � SU�2; 1�, associë a© la forme

hermitienne h de matrice
1 0 0
0 1 0
0 0 ÿ1

0@ 1A. Ce groupe ope© re sur le plan projectif P2�C�,

avec deux orbites ouvertes: la boule unitë ouverte D, constituëe des points p dont une
coordonnëe homoge© ne ~p vëri¢e h� ~p� < 0, ainsi que l'extërieur de la boule fermëe
P2�C� n D. Ce groupe ope© re ëgalement sur l'ensemble des drapeaux � p;L� du plan
projectif P2�C�, avec p un point et L une droite, tels que p 2 L. Pour cette dernie© re
action, on a trois orbites ouvertes, notëes X; X et Y (les deux dernie© res ëtant
dësignëes dans [Ca] respectivement par X00 et X0) et dë¢nies par:

X � f� p;L�; p =2D et L \ D 6� ;g;
X � f� p;L�; p 2 Dg;
Y � f� p;L�; L \ D � ;g .

Compositio Mathematica 121: 305^335, 2000. 305
# 2000 Kluwer Academic Publishers. Printed in the Netherlands.

https://doi.org/10.1023/A:1001805330448 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1001805330448


Fixons maintenant une forme anisotrope G sur Q de notre groupe unitaire
(obtenue a© partir d'une alge© bre centrale simple de dimension 9 sur un corps
quadratique imaginaire, et munie d'une involution de seconde espe© ce ^ cf. [Ca].)
Les variëtës de Grif¢ths^Schmid connexes associëes sont les quotients G nX pour
G un sous-groupe de congruence assez petit (i.e. agissant librement) dans G. Ce sont
des variëtës analytiques complexes de dimension 3. Dans l'article [Ca] (ou© G dësigne
plutoª t une forme du groupe unitaire U�2; 1� et ou© l'on conside© re plutoª t une version
adëlique de ces objets) nous avons montrë que ces variëtës, bien que non algëbriques,
prësentaient du moins sur les variëtës de Shimura associëes au meª me groupe
l'avantage suivant: de voir appara|ª tre dans leur cohomologie certaines formes
automorphes, dont le type a© l'in¢ni est une limite dëgënërëe de sërie discre© te, et
qui n'ont pas d'autre interprëtation gëomëtrique connue.

Lorsque l'on remplace X par X, le quotient obtenu G n X est une variëtë ¢brëe en
P1 au-dessus de la variëtë de Shimura G n D (surface de Picard). De meª me pour
G n Y: en fait la dualitë par rapport a© la forme hermitienne de type �2; 1� considërëe
fait de X la variëtë complexe conjuguëe de Y, de fac° on ëquivariante, et il en est donc
de meª me pour G n X et G n Y. Certaines formes automorphes de type holomorphe ou
anti-holomorphe s'interpre© tent de fac° on essentiellement classique comme des sec-
tions de certains faisceaux sur G n X ou G n Y.

Le but du prësent travail est d'essayer de comprendre, et de dëcrire de fac° on assez
explicite, les groupes de cohomologie de certains faisceaux cohërents sur G nX. La
mëthode ici utilisëe repose sur des idëes de Gindikin (cf. [Ea-Gi-Wo 1],
[Ea-Gi-Wo 2], [Gi]), lesquelles permettent de dë¢nir en termes purement
holomorphes la cohomologie cohërente d'une variëtë complexe, a© partir d'un certain
¢brë de Stein, a© ¢bres contractiles, au dessus de celle-ci; il s'agit si l'on veut d'une
variante continue de la cohomologie de Cí ech, l'espace ëtant recouvert par une
famille d'ouverts indexëe par une autre variëtë. Il se trouve que dans le cas ici con-
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sidërë, une meª me variëtë U (dë¢nie en fait par Gindikin) joue ce roª le d'espace ¢brë a©
la fois au-dessus de X, de X et de Y (et de meª me apre© s passage au quotient par G).
Cela permet de relier les unes aux autres les cohomologies de ces diffërents espaces
(en des degrës diffërents) par des transformations a© la Penrose. Notons quelques
relations entre l'approche proposëe ici et des travaux plus anciens de Grif¢ths,
Schmid, Wells et Wolf (cf. [Gr^Sc], [We^Wo]) ou© l'on retrouve (bien que dans
un esprit diffërent) l'idëe d'ëtudier la `cohomologie automorphe' (de X) en termes
de fonctions sur le produit X� Y.

Dans cet article, nous nous concentrons surtout sur des correspondances (notëes P
et P0) entre les groupes de sections sur G n X et G n Y de certains faisceaux, groupes
associës a© des formes modulaires au sens habituel de type holomorphe ou
anti-holomorphe, et les groupes de 1-cohomologie de G nX. Le plan est le suivant:
au Paragraphe 1, nous dëcrivons les faisceaux (¢brës en droites) utilisës sur chacune
des variëtës G n X , G n Y , G nX et rappelons en quels degrës ils posse© dent de la
cohomologie. Au Paragraphe 2, nous dë¢nissons nos transformations P et P0, tout
d'abord des sections sur X [resp. Y] vers la 1-cohomologie de X, et prouvons leur
injectivitë au Paragraphe 3. Le Paragraphe 4 est consacrë a© ëtablir a© la main quelques
propriëtës deX: en gros, le fait que cet espace n'a `essentiellement' de la cohomologie
cohërente qu'en degrë 1; dans le cas de faisceaux suf¢samment rëguliers, on retrouve
ainsi, dans cette situation particulie© re, des rësultats de Grif¢ths et Schmid. Utilisant
ces rësultats, ou bien le fait que l'espace G nU est de Stein, on obtient au
Paragraphe 5 des versions automorphes des transformations P et P0 (des sections
sur G n X et G n Y vers la 1-cohomologie de G nX). Le rësultat d'injectivitë prëcëdent
prouve alors que l'on obtient ainsi des isomorphismes. Cela donne donc une descrip-
tion de la 1-cohomologie de G nX qui est de type holomorphe ou anti-holomorphe.
Tout cela a ëtë fait dans le cadre de la thëorie de Gindikin, mais on explique au
Paragraphe 6 comment traduire cela en termes de cohomologie de Dolbeault.

Le Paragraphe 7 est le plus court de l'article: on se contente d'appliquer un thëor-
e© me du travail prëcëdent [Ca], af¢rmant que la cohomologie H2�G nX ; Fÿ1;ÿ1�
est `virtuellement' engendrëe par certains cup-produits associës a© des 1-classes de
type holomorphe et anti-holomorphe. Faisant usage des transformations
prëcëdentes, on obtient ainsi des cocycles explicites, construits en termes de formes
automorphes classiques pour SU�2; 1�, et qui engendrent virtuellement
H2�G nX ; Fÿ1;ÿ1�. Ce dernier groupe est prëcisëment associë aux reprësentations
dont la partie archimëdienne est une limite dëgënërëe de sërie discre© te, et l'obtention
d'un syste© me gënërateur explicite est une des motivations essentielles de ce travail,
dans la mesure ou© l'on peut espërer utiliser cette description en vue d'obtenir
des renseignements sur la nature arithmëtique des reprësentations en question.

Au Paragraphe 8, on montre que P et P0 font partie d'un syste© me de 12
transformations (notëes Q; R; Q0; R0; P�; Q�; R�; P0�; Q0�; R0�) qui relient
les cohomologies de G n X; G n Y et G nX. Je ne sais d'ailleurs pas pour toutes
prouver qu'elles sont bijectives, mais on donne en composant P et R0� une autre
preuve de la bijectivitë de P.
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Finalement, dans un bref appendice nous prouvons un rësultat qui est l'analogue,
dans le cas d'un espace hermitien symëtrique gënëral D, de l'assertion que G nU
est de Stein: le fait que G n �D� Dÿ� est de Stein pour Dÿ la variëtë conjuguëe
de D et G un groupe de congruence co-compact. Cela peut servir, en utilisant la
thëorie de Gindikin, a© exprimer la cohomologie de faisceaux sur G n D de fac° on ana-
logue a© ce que nous faisons dans le prësent article.

1. Faisceaux dë¢nis sur les divers espaces, et leur cohomologie

(1.1) Notons D la variëtë des drapeaux de P2�C�; chacun de nos espacesX, X, et Y
est un ouvert deD. Notons d'autre part V l'espace vectoriel C3, V� son dual, et en¢n
~D la variëtë constituëe des couples � p;L� 2 V � V� tels que p 6� 0, L 6� 0, et que
L� p� � 0, de sorte que ~D appara|ª t comme ¢brëe sur D de groupe C� � C�. Pour
a; b 2 Z deux entiers, nous dësignerons par F a;b le faisceau localement libre sur
D obtenu par restriction du faisceauO�a� 
 O�b� sur P�V � � P�V��; ainsi les sections
de F a;b sur un ouvert de D correspondent aux fonctions sur l'ouvert image
rëciproque dans ~D qui sont bi-homoge© nes de degrë �a; b�.

Nous utiliserons la meª me notation F a;b pour la restriction de ces faisceaux a©
chacun des espaces X, X, et Y; de meª me ^ comme ils sont ëvidemment ëquivariants
^ pour les faisceaux qu'on en dëduit sur les diffërents quotients par un sous-groupe
de congruence G. Nous noterons aussi ~X, ~X, et ~Y les images rëciproques de X,
X, et Y dans ~D.

Il y a une autre fac° on d'indexer ces faisceaux, en termes des caracte© res algëbriques
du tore diagonal T � G, mais cette nouvelle indexation dëpend de celui des trois
espaces que l'on conside© re. Plus prëcisëment, ainsi qu'il est expliquë dans ([Ca] (3.1)),
chacun des trois espaces X, X, et Y est diffëomorphe au quotient GR=T , la structure
complexe ëtant donnëe par un plongement GR=T � GC=B , ou© B dësigne un
sous-groupe de Borel, constituë, suivant qu'il s'agit deX, de X, ou de Y, des matrices
de la forme:

� � �
0 � 0
0 � �

0@ 1A; resp:
� � 0
0 � 0
� � �

0@ 1A; resp:
� � �
0 � �
0 0 �

0@ 1A:
Dans chacun des trois cas, si m est un caracte© re algëbrique du tore T , on l'ëtend de

fac° on habituelle en un caracte© re du sous-groupe de Borel considërë B, et cela dë¢nit
un faisceau localement libre ëquivariant F m sur la variëtë GC=B , d'ou© par restriction
un faisceau ëquivariant sur GR=T .

Le dictionnaire entre les deux notations F a;b et F m (ou© m dësignera tout aussi bien
le caracte© re de T que le caracte© re correspondant de son alge© bre de Lie t) dëpend
de l'espace considërë. Si l'on dësigne comme dans (loc. cit.) par e1; e2; e3 les trois
racines:

e1�diag�x; y; z�� � xÿ y; e2�diag�x; y; z�� � yÿ z; e3�diag�x; y; z�� � zÿ x;
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(e1 ëtant une racine compacte, tandis que les deux autres sont non compactes), alors
on vëri¢e que la correspondance entre les deux notations est la suivante:

Pour X : F e1 � Fÿ1;ÿ1; F e2 � Fÿ1;2; F e3 � F 2;ÿ1:

Pour X : F e1 � F 1;ÿ2; F e2 � F 1;1; F e3 � Fÿ2;1:
Pour Y : F e1 � Fÿ2;1; F e2 � F 1;ÿ2; F e3 � F 1;1:

(1.2) On sait bien comment la cohomologie des espaces quotients G nX, G n X,
G n Y s'exprime en termes de la �b;T �-cohomologie des espaces de formes
automorphes, ou© b dësigne l'alge© bre de Lie du groupe de Borel B introduit ci-dessus.
Plus prëcisëment, si l'on dësigne parAG l'espace des formes G-automorphes surG, on
a un isomorphisme (cf. [Ca](3.3)):

H��G nX;F m� ' H��b; T ; AG 
 m�;
de meª me pour G n X et G n Y . D'autre part, l'espaceAG se dëcompose en une somme
directe dënombrable de �g;K�-modules irrëductibles, de sorte que la dëtermination
de la cohomologie de nos espaces quotients se rame© ne au proble© me de dëcomposer
AG en composantes irrëductibles, puis de calculer la �b;T �-cohomologie de chacune
de ces reprësentations irrëductibles p. Le calcul de

H��b; T ; p
 m� ' H��n ; p�mÿ1 ;

ou© n dësigne le radical unipotent de b, a ëtë dëcrit dans ([Ca] (3.5)) dans le cas de
l'espace X: il s'agit simplement, pour les sëries discre© tes et leurs limites non
dëgënërëes, d'expliciter des rësultats de Williams ([Wi]), tandis que le calcul dans
le cas de la limite dëgënërëe a ëtë effectuë dans (loc. cit. ½2). D'autre part, pour
une raison expliquëe dans (loc. cit. (3.5)), seules ces dernie© res reprësentations, ainsi
que la reprësentation triviale, peuvent intervenir dans nos espaces de cohomologie
(les autres reprësentations qui posse© dent aussi de la cohomologie sont non tempërëes
et ne peuvent appara|ª tre dans le cas du groupe que nous considërons ici: cf. infra
(4.5)).

Nous laissons au lecteur le soin de refaire le calcul dans le cas des deux autres
espaces X et Y. Les trois diagrammes qui suivent (le premier ëtant tirë de [Ca])
¢gurent les diffërents degrës de cohomologie qui peuvent se prësenter, en fonction
du faisceau que l'on conside© re.

Chacun de ces diagrammes fait appara|ª tre une partition du plan en six secteurs,
translatës du syste© me des chambres de Weyl corespondant a© notre syste© me de
racines. Nous avons reprësentë le degrë de cohomologie associë a© chacun de ces
secteurs: les facteurs irrëductibles non triviaux de AG qui contribuent a© la
cohomologie d'un faisceau, reprësentë par un point intërieur d'un tel secteur, sont
tous ëquivalents a© une meª me reprësentation de la sërie discre© te p, dont le parame© tre
de Harish-Chandra s'obtient par la translation qui applique nos secteurs sur les
chambres de Weyl; de plus la contribution correspondante H��b; T ; p
 m� est alors
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Figure 2.
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de dimension 1. Lorsqu'au contraire le parame© tre m se trouve sur le translatë de l'un
des murs non compacts, alors deux limites de sëries discre© tes peuvent intervenir
(si toutefois elles apparaissent dans l'espace des formes automorphes) en deux degrës
distincts qui sont ceux attachës aux deux secteurs adjacents. Notons que pour m
appartenant au translatë du mur compact (`vertical'), la cohomologie s'annule, sauf
dans le cas de l'espace X et du faisceau F e1 : cela correspond au fait que la limite
dëgënërëe de sërie discre© te (associëe au parame© tre de Harish-Chandra nul) admet
de la n-cohomologie (en degrës 1 et 2) pour n le radical unipotent du sous-groupe
de Borel associë a© X, mais que cette cohomologie au contraire s'annule dans le
cas des espaces X et Y.

Hormis les sëries discre© tes et leurs limites, la contribution de la reprësentation
triviale est ¢gurëe, dans chacun des trois diagrammes, par six ëtoiles; nous avons
explicitë dans une parenthe© se le degrë de cette contribution, dans le cas ou© il diffërait
de celui attribuë au secteur ambiant; ainsi la cohomologie des faisceaux associës
admet deux contributions distinctes: celle qui provient de la sërie discre© te
correpondante d'une part, et celle qui provient de la reprësentation triviale d'autre
part.

Notons en¢n que les points `centraux' de chacun des trois diagrammes
(respectivement e1, ÿe2, ÿe3) correspondent tous trois au faisceau Fÿ1;ÿ1, dont
le carrë Fÿ2;ÿ2 est isomorphe au faisceau ``dualisant''

V3 O1, et que la dualitë de
Serre est re£ëtëe dans la symëtrie par rapport a© ce point que l'on observe dans chacun
de ces diagrammes.

(1.3) Notre objectif est maintenant d'ëtablir une correspondance entre:
(i) d'une part les groupes de sections sur G n X [resp. G n Y] des faisceaux

prëcëdemment dë¢nis: il s'agit donc des F m lorsque m se trouve dans le secteur
infërieur [resp. supërieur] gauche du diagramme correspondant; si l'on prëfe© re,
ce sont les F a;b vëri¢ant: bX 0 et a� bW ÿ 2 �resp. aX 0 et a� bW ÿ 2�. En
particulier, les faisceaux F a;0 �aW ÿ 2� [resp. F 0;b �bW ÿ 2� ] sont ceux qui cor-
respondent au sëries discre© tes holomorphes et antiholomorphes dont le parame© tre
est le plus proche possible du mur compact, et dont nous avons expliquë dans [Ca]
le lien avec l'ëtude des reprësentations automorphes associëes a© la limite dëgënërëe
de sërie discre© te. Quant aux faisceaux F 2ÿb;b �bX 0� �resp. F a;2ÿa �aX 0��, ils
dëtectent les limites de sëries discre© tes holomorphes et anti-holomorphes.

(ii) d'autre part les groupes H1�G nX;F m� lorsque m appartient a© l'un des deux
secteurs analogues du diagramme correspondant a© X: il s'agit donc des faisceaux
F a;b tels que a� bX ÿ 1 et bW ÿ 1 �resp. tels que a� bX ÿ 1 et aW ÿ 1�. Ici
encore on notera les cas limites ou© a� b � ÿ1, correspondant de nouveau aux sëries
discre© tes dont le parame© tre se trouve le plus pre© s possible du mur compact, ainsi que
ceux ou© b � ÿ1 �resp. a � ÿ1�, associës aux limites de sëries discre© tes holomorphes et
anti-holomorphes.

Pour cela nous allons commencer par rappeler quelques constructions de
Gindikin.
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2. L'espace U. Dë¢nition des Transformations P et P0
(2.1) Nous noterons U l'ouvert du produit X�X constituë des couples de
drapeaux �z; l; x; a� vëri¢ant les conditions suivantes:

(i) les points z et x sont distincts et la droite J qui les joint ne rencontre pas D.
(ii) les droites l et a sont distinctes et leur intersection I appartient a© D.

Nous noterons p : U! X la projection sur le premier facteur. L'espace U a dëja©
ëtë considërë par Gindikin dans un contexte analogue. C'est un espace de Stein,
en fait isomorphe (mais de fac° on non ëquivariante) au produit de la boule D, de
la variëtë complexe conjuguëe (espace des droites extërieures a© D), et en¢n du com-
plëmentaire de la diagonale dans P1�C� � P1�C�: en effet la donnëe d'un point
�z; l; x; a� de U revient a© la donnëe de I , de J, et du couple de points obtenu en inter-
sectant l et a avec une droite ¢xëe extërieure a© D; or il est bien connu et facile
de vëri¢er que le troisie© me espace est, comme les deux premiers facteurs, un espace
de Stein. En¢n on voit aussi que les ¢bres de la projection p sont contractiles. Sous
ces deux hypothe© ses, Gindikin ([Ea-Gi-Wo 1], [Ea-Gi-Wo 2], [Gi]) a construit un
isomorphisme entre la cohomologie de X a© valeurs dans un faisceau F et la
cohomologie du complexe G�U;O�p�F�� des sections globales sur U du faisceau
des diffërentielles relatives a© valeurs dans F .

Nous nous intëresserons bien suª r dans la suite aux faisceauxF a;b. Dësignons par ~U
l'image rëciproque de U dans ~X� ~X, et notons encore �z; l; x; a� un ëlëment de ~U, ou©
z; l; x; a sont maintenant des vecteurs plutoª t que les ëlëments correspondants des
espaces projectifs. On voit alors que la donnëe d'un ëlëment de G�U;O�p�F a;b�� revient
a© la donnëe d'une �-forme diffërentielle holomorphe en la deuxie© me `variable' sur
~U � ~X� ~X, qui est bi-homoge© ne de degrë �a; b� en la premie© re `variable' �z; l� et

Figure 3.
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de degrë �0; 0� en la seconde �x; a� (autrement dit, qui provient de l'ouvert
correspondant de ~X�X.)

(2.2) Nous allons maintenant dë¢nir des ëlëments canoniques:

oI 2 G�U;O1
p�Fÿ2;1�� � G�U;O1

p�Fÿe3��;

oJ 2 G�U;O1
p�F 1;ÿ2�� � G�U;O1

p�Fÿe2 ��:

Pour cela nous ¢xons dans toute la suite de ce travail un dëterminant sur l'espace
ambiant: det :

V3 V ! C ; le plan d'ëquation l � 0 dans V hërite alors d'un dëter-
minant detl (dëpendant de l'ëquation l) dë¢ni par:

detl� ; � � lÿ1��� det� ; ; ��;
ou© � dësigne un quelconque vecteur extërieur au plan. On en dëduit une coordonnëe
af¢ne, bien dë¢nie a© une constante pre© s, sur la droite af¢ne obtenue en oª tant a©
la droite projective l le point z: une origine p0 6� z ëtant choisie sur l, la coordonnëe
x� p� d'un point p distinct de z est donnëe par:

x�p� � detl� p; p0�
detl� p; z� detl� p0; z� :

On voit que cette expression ne dëpend que de l'image de p et de p0 dans la droite
projective, et qu'elle est homoge© ne de degrë ÿ2 en z et de degrë 1 en l. Localement
sur U on peut choisir une origine p0�z; l� dëpendant holomorphiquement du drapeau
�z; l�. Considërons alors la coordonnëe x�I� du point I : elle est dë¢nie localement et
un changement d'origine correspond a© la translation par une fonction holomorphe
de �z; l�. Il en rësulte que sa diffërentielle relative:

oI � dpx�I�
est un ëlëment canonique de G�U;O1

p�Fÿ2;1��. Elle est (relativement) fermëe.
La construction de oJ est duale de la prëcëdente: on a un dëterminant sur V� (tel

que les bases de volume 1 soient les bases duales des bases de volume 1 de V );
le plan dë¢ni par z dans V� est muni d'un dëterminant

detz� ; � � zÿ1��� det� ; ; ��;
lequel permet, une origine q0 6� l ëtant choisie localement, de dë¢nir une coordonnëe
af¢ne sur la droite af¢ne obtenue en privant du point l la droite projective dë¢nie par
z dans P�V��:

y�q� � detz�q; q0�
detz�q; l�detz�q0; l� :
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La diffërentielle relative de la coordonnëe de J:

oJ � dpy�J�
est alors un ëlëment canoniquement dë¢ni dans G�U;O1

p�F 1;ÿ2��.

(2.3) LA TRANSFORMATION P [RESP. P0].
Pour deux vecteurs v et w de V , nous noterons v ^ w l'ëlëment de V� tel que
�v ^ w�� � � det�v;w; �. De meª me, pour l etm 2 V�, l ^m 2 V est tel que
�l ^m�� � � det�l;m; �. On voit que, lorsque v et w reprësentent deux points dis-
tincts du plan, v ^ w est une ëquation de la droite qui les joint, tandis que pour deux
droites distinctes d'ëquations l et m, l ^m reprësente leur point d'intersection.

Partons d'une section f 2 H0�X;F a;b�. On peut la voir comme une fonction sur ~X
bi-homoge© ne de degrë �a; b�. L'expression suivante:

P� f ��z; l; x; a� � f �l ^ a; l� a�z�ÿa oI

dë¢nit alors une 1^forme diffërentielle en la deuxie© me variable sur ~U qui est
bi-homoge© ne en la premie© re de degrë �ÿaÿ 2; a� b� 1�; On remarquera que
l'expression f �l ^ a; l� a�z�ÿa, pour �z; l� ¢xë, ne dëpend que du point I (remplacer
a par une combinaison linëaire de l et de a). Il en rësulte que cette forme diffërentielle
relative, qui `ne dëpend que de I ' est fermëe. Compte tenu de ce qui a ëtë expliquë
plus haut, cet ëlëment P� f � 2 G�U;O1

p�Fÿaÿ2;a�b�1�� dë¢nit une classe de
cohomologie dans H1�X;Fÿaÿ2;a�b�1�.

La transformation qui au faisceau F a;b associe le faisceau Fÿaÿ2;a�b�1 admet une
interprëtation plus claire au niveau de la paramëtrisation par les poids: on vëri¢e
aisëment que c'est celle qui associe au faisceau F m le faisceau F mÿe3 . A une trans-
lation pre© s, c'est donc simplement le changement de dictionnaire lorsque l'on passe
de l'espace X a© X ; cette translation est exactement celle qui applique le coª ne du
H0 dans le diagramme relatif a© G n X sur le coª ne infërieur gauche (ou© duH1 appara|ª t)
dans le diagramme relatif a© G nX.

On dë¢nit de fac° on duale la transformation P0: partant de f 0 2 H0�Y;F a;b� , on
pose:

P0� f 0��z; l; x; a� � f 0�z; z ^ x� l�x�ÿb oJ ;

et on obtient ainsi un ëlëment P0� f 0� 2 G�U;O1
p�F a�b�1;ÿbÿ2�� qui est une forme

fermëe relative, et la classe de cohomologie correspondante dans
H1�X;F a�b�1;ÿbÿ2�. Ici encore on vëri¢e que le changement de faisceau est celui
qui associe a© F m le faisceau F mÿe2 , et cela correspond a© la translation qui applique
le coª ne du H0 dans le diagramme relatif a© G n Y sur le coª ne supërieur gauche
(ou© du H1 appara|ª t) dans le diagramme relatif a© G nX.

Pour allëger et lorsque cela ne crëera pas de confusion, nous utiliserons la meª me
notation P� f � [resp. P0� f 0�] pour les formes diffërentielles et pour les classes qu'elles
dë¢nissent dans la cohomologie.
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3. Injectivitë des Transformations P et P0
Nous venons de dë¢nir deux applications linëaires:

P : H0�X ; F a;b�ÿ!H1�X ; Fÿaÿ2;a�b�1� ;
P0 : H0�Y ; F a;b�ÿ!H1�X ; F a�b�1;ÿbÿ2� :

(3.1) PROPOSITION: Pour bX 0 et a� bW ÿ 2, l'application P est injective. De
meª me, pour aX 0 et a� bW ÿ 2, l'application P0 est injective.

Remarque: L'hypothe© se bX 0 dans l'ënoncë relatif a© la transformation P est en
quelque sorte inutile: en effet si b < 0, il est clair que le faisceau F a;b n'a pas de
section non nulle sur X. De meª me pour l'hypothe© se aX 0 dans l'ënoncë relatif a©
la transformation P0. On notera aussi que les hypothe© ses de la proposition (3.1)
dëlimitent prëcisëment les coª nes ou© apparaissent les sections automorphes.

(3.2) Preuve de la proposition: Supposons que P�f � soit la diffërentielle d'une sec-
tion holomorphe f 2 G�U;F a0;b0 �, ou© l'on a posë: a0 � ÿaÿ 2 et b0 � a� b� 1. Alors
f�z; l; x; a� ne dëpend en fait que du triple �z; l; I� , ou© I 2 D dësigne comme plus haut
le point d'intersection des droites l et a : en effet, ce triple ëtant ¢xë, le couple �x; a�
dëcrit une variëtë connexe ou© la restriction de f admet une diffërentielle nulle (car
P� f � est un multiple de la diffërentielle d'une coordonnëe de I , ici constante). Cela
dë¢nit une fonction que nous notons un peu abusivement f�z; l; I�, le triple
�z; l; I� variant dans ~X� D en ëtant assujetti a© la condition que I 2 l ; cette fonction
est bi-homoge© ne de degrë �a0; b0� en �z; l�.

Posons alors: c�z; I� � f�z; z ^ I; I�; c'est une fonction dë¢nie sur
�V n �f0g [ ~D�� � ~D, ou© ~D (resp. ~D) dësigne l'image rëciproque de D (resp. D) dans
V n f0g, et qui est bi-homoge© ne de degrë a0 � b0 � bÿ 1 en z et b0 � a� b� 1 en
I . Le thëore© me d'extension d'Hartogs, appliquë en la variable z, nous dit que c
se prolonge en une fonction bi-homoge© ne, que nous noterons encore c, dë¢nie
sur �V n f0g� � ~D (et meª me sur V � ~D) ; c'est donc une fonction polynoª miale en
la variable z. D'autre part on a l'identitë, pour l une ëquation de la droite �z I �:

z ^ I � l:detl�z; I�;
en effet, si l'on pose z ^ I � kl, on a:

kl� � � z ^ I� � � det�z; I; � � l� �detl�z; I� :

Cette identitë nous permet de retrouver f a© partir de c:

f�z; l; I� � detl�z; I�ÿaÿbÿ1:c�z; I�:

Fixons l 2 V� n f0g tel que la droite dë¢nie par l intersecte D, et choisissons dans le
plan vectoriel d'ëquation l � 0 une droite af¢ne ne passant pas par 0, munie d'une
coordonnëe af¢ne. Nous noterons par I�u� et z�v� les points de coordonnëes

QUELQUES RELATIONS ENTRE COHOMOLOGIES 315

https://doi.org/10.1023/A:1001805330448 Published online by Cambridge University Press

https://doi.org/10.1023/A:1001805330448


respectives u et v, vus comme points de ce plan; ils dë¢nissent donc deux points de la
droite l.

On voit sans peine que detl�z�v�; I�u�� � c�vÿ u� , ou© c 6� 0 ne dëpend pas de u ni de
v, puis que la forme diffërentielle oI peut s'exprimer en fonction du parame© tre u de la
fac° on suivante:

oI �z�v�; l� � cÿ1�vÿ u�ÿ2du:

Remarquons que, pour a 2 V� choisi de telle sorte que l ^ a � I , on a:
a�z� � detl�z; I�. En effet, ¢xons J 2 V� tel que J�z� � 0 et que �l; a; J� soit une base
de volume 1 dans V�; posons x � a ^ J. Il existe un scalaire non nul m tel que
J ^ l � mz; comme le triple �a ^ J; J ^ l; l ^ a� � �x; mz; I� est la base duale de
�l; a; J�, on a: a�z� � mÿ1, et det�x; mz; I� � 1. Il en rësulte que

a�z� � mÿ1 � det�x; z; I� � l�x�detl�z; I� � detl�z; I�:

Nous en dëduisons que P� f �, ëvaluë en la ¢bre au dessus de �z�v�; l� en fonction du
parame© tre u, est donnë par l'expression:

P� f � � f �u��c�vÿ u��ÿacÿ1�vÿ u�ÿ2du � cÿaÿ1f �u��vÿ u�ÿaÿ2du;
ou© l'on a notë pour simpli¢er: f �u� � f �I�u�; l�. Cette expression doit co|« ncider avec la
diffërentielle par rapport a© u de la fonction:

f�z�v�; l; I�u�� � cÿaÿbÿ1�vÿ u�ÿaÿbÿ1c�u; v�;
avec c�u; v� � c�z�v�; I�u��: c'est une fonction polynoª miale de degrë W bÿ 1 en la
variable v, que l'on peut dëvelopper suivant les puissances de vÿ u:

c�u; v� �
Xbÿ1
i�0

ci�u��vÿ u�i:

D'ou© :

f�z�v�; l; I�u�� � cÿaÿbÿ1
Xbÿ1
i�0

ci�u��vÿ u�iÿaÿbÿ1

et, apre© s dërivation et multiplication par ca�b�1�vÿ u�a�2, on obtient l'identitë:

Xbÿ1
i�0

c0i�u��vÿ u�iÿb�1 ÿ
Xbÿ1
i�0
�i ÿ aÿ bÿ 1�ci�u��vÿ u�iÿb � cbf �u�:

On notera qu'en vertu de l'inëgalitë a� bW ÿ 2, les coef¢cients �i ÿ aÿ bÿ 1� qui
¢gurent dans la seconde somme sont tous non nuls. La formule ci-dessus fait
appara|ª tre des puissances �vÿ u� j , j variant entre ÿb et 0. On identi¢e: pour
j � ÿb, on obtient c0 � 0; ensuite, pour j � ÿb� 1, on obtient l'identitë c1 � 0.
De proche en proche en raisonnant avec j croissant de ÿb a© 1, on obtient la nullitë
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de chacun des ci (0W iW bÿ 1). Finalement, regardant le terme constant ( j � 0), on
trouve que f �u� � f �I�u�; l� � 0. Comme la droite l ëtait arbitraire, on voit donc que
notre section f est nulle, ce qui ache© ve la dëmonstration.

Le cas de la transformation duale P0 se traite de fac° on identique.

4. Interme© de: Relations entre la cohomologie de G nX et celle de X.

(4.1) Les rësultats ci-dessous, qui ne sont d'ailleurs pas tous indispensables pour la
suite, peuvent se rësumer par l'assertion vague que X ne posse© de `presque pas' de
cohomologie en dehors du degrë 1.

Le lemme suivant traduit la `concavitë' du sous-espace X de D:

(4.2) LEMME: Toute section sur X de l'un des faisceaux F a;b ci-dessus dë¢nis se
prolonge en une section sur D tout entier.

(4.3) Preuve du lemme: Soit s une telle section, que l'on peut donc voir comme une
fonction bi-homoge© ne de degrë �a; b� sur ~X. Procëdant de fac° on analogue a© ce
que l'on a fait lors de la preuve de la proposition (3.1), on dë¢nit une fonction
s, bi-homoge© ne de degrë �a� b; b� sur �V n �f0g [ ~D�� � ~D, par:

s�z; I� � s�z; z ^ I�:
Comme plus haut, il rësulte de l'ëgalitë z ^ I � l:detl�z; I� que l'on peut retrouver s

a© partir de s, par la formule:

s�z; l� � detl�z; I�ÿbs�z; I�;
ou© I dësigne un quelconque point de l'intersection avec D de la droite l.

Le thëore© me d'extension d'Hartogs entra|ª ne que s se prolonge a© �V n f0g� � ~D; on
peut donc ëtendre s, en faisant usage de la formule ci-dessus, a© l'ensemble des
drapeaux �z; l� 2 D tels que la droite l intersecte D (mais sans condition sur le point
z). On remarque alors que la condition que la droite intersecte D dëlimite l'extërieur
d'une boule dans P�V��. On peut alors conclure en appliquant une nouvelle fois
le thëore© me d'Hartogs en la variable l; plus prëcisëment, si on se limite a© ne con-
sidërer que l'espace af¢ne A constituë des droites l qui ne passent pas par un point
¢xë A de D, notre variëtë de drapeaux ainsi restreinte est isomorphe au produit
A� P1 (via la donnëe de l et celle de la droite �A z�). Notre section est alors dë¢nie
sur A0 � P1, ou© A0 dësigne le complëmentaire d'une boule fermëe de A, et on peut
donc l'ëtendre a© A� P1 tout entier. &

On a donc H0�X;F a;b� ' H0�D;F a;b�, et c'est un espace de dimension ¢nie. S'il
n'est pas nul, c'est l'espace d'une reprësentation algëbrique irrëductible du groupe
G. On retrouve ainsi le fait, dëja© constatë en (1.2), que les groupes de sections

H0�G nX;F a;b� � H0�X;F a;b�G
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sont nuls sauf dans le cas du faisceau trivial F 0;0, pour lequel on obtient un espace de
dimension 1 (en effet, G ëtant Zariski-dense dans G, les invariants par G co|« ncident
avec les invariants par G tout entier; d'autre part, la reprësentation triviale est
obtenue seulement pour le faisceau trivial.)

(4.4) Remarque: Il est bien connu ëgalement (cf [Sc] ½4) que X est 2^complet au sens
d'Andreotti et Grauert, ce qui a pour consëquence l'annulation de la cohomologie
Hq�X;F a;b� pour q > 1.

Le lemme qui prëce© de entra|ª ne le suivant:

(4.5) LEMME: Quelques soient a et b, on a: H1
ÿ
G; H0�X;F a;b�

� � 0 :
Preuve: Notons V � H0�X;F a;b�. Il est bien connu que la cohomologie de G a©

coef¢cients dans V, qui co|« ncide avec la cohomologie du syste© me local dë¢ni par
V sur l'espace quotient G n D, se calcule comme la �g;K�-cohomologie de
AG 
 V, ou© AG dësigne l'espace des formes automorphesG-invariantes. L'annulation
du H1 pour des groupes unitaires tels que ceux considërës ici avait ëtë d'abord
remarquëe dans certains cas par Rapoport et Zink, puis prouvëe par Rogawski: voir
[Ro] (15.2), ainsi que [Cl] pour une discussion plus gënërale. Cette annulation tient
au fait que les seules reprësentations irrëductibles qui peuvent possëder de la
1^cohomologie (apre© s torsion par V) sont certaines reprësentations non tempërëes,
dont on prouve qu'elles n'interviennent pas dans AG pour un groupe unitaire associë
a© une alge© bre a© division.

(4.6) Le lemme (4.5) admet la consëquence suivante: ëcrivant la suite exacte des
termes de bas degrës associëe a© la suite spectrale de Cartan^Leray:

HpÿG ; Hq�X;F a;b�
�) Hp�q�G nX ; F a;b�;

on obtient:

0ÿ!H1�G nX ; F a;b�ÿ!H1�X ; F a;b�Gÿ!H2ÿG ; H0�X;F a;b�
�
;

la 1^cohomologie de G nX appara|ª t donc comme un sous-espace de la cohomologie
automorphe. On laisse au lecteur le soin de vëri¢er que si une classe de
1^cohomologie G^invariante est donnëe, via la thëorie de Gindikin, par une forme
diffërentielle o 2 H0�U;O1

p�F a;b��, alors son image dans H2
ÿ
G;H0�X;F a;b�

�
s'obtient de la fac° on suivante: utilisant l'invariance de la classe de cohomologie
de o, on voit que pour chaque g 2 G, la diffërence g:oÿ o est la diffërentielle d'une
section sg 2 H0�U;F a;b�. Pour g1; g2 2 G, la section:

c�g1; g2� � g1:sg2 ÿ sg1g2 � sg1 ;

admet une diffërentielle relative nulle. C'est donc un ëlëment de H0�X;F a;b�, et c est
un 2-cocycle qui dë¢nit la classe de 2-cohomologie cherchëe.
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5. Les Transformations P et P0 : version automorphe

(5.1) Revenons maintenant a© notre transformation P [resp. P0]. Pour
f 2 H0�G n X ; F a;b�, il est clair que la forme diffërentielle relative P� f � est
G^invariante; en vertu de ce qu'on vient de voir, son image dans
H2
ÿ
G ; H0�X;F a0;b0 �

�
est alors nulle. Par suite P� f � 2 H1�X ; F a0;b0 �G provient d'un

ëlëment bien dëterminë de H1�G nX ; F a0;b0 �, lequel sera notë encore P� f �. Nous
retrouverons au paragraphe suivant le fait que P� f � provient de
H1�G nX ; F a0;b0 � en exprimant cet ëlëment sous la forme d'une classe de
cohomologie de Dolbeault: on obtiendra une forme (@-fermëe) sur X invariante
par G, d'ou© une forme sur G nX. Tout ceci vaut aussi pour la transformation P0.

On peut aussi retrouver ce qui prëce© de en utilisant la proposition suivante:

(5.2) PROPOSITION: L'espace G nU est de Stein.

En effet, on peut alors appliquer les rësultats de Gindikin rappelës en (2.1) a© la
projection p : G nU! G nX et remarquer que pour f 2 H0�G n X ; F a;b�, la forme
diffërentielle relative P� f � dë¢nit de fac° on ëvidente un ëlëment de
H0�G nU;O1

p�F a0;b0 ��, et donc aussi sa classe dans H1�G nX ; F a0;b0 �:
De meª me pour l'application P0.

(5.3) Dëmonstration de la proposition (5.2): Remarquons que U appara|ª t de fac° on
ëquivariante comme un ouvert du produit X� Y : en effet, reprenant les notations
de (2.1), la donnëe d'un point �z; l; x; a� de U revient a© la donnëe du couple
��I ; l�; �x; J�� 2 X� Y, ce dernier ëtant assujetti a© la condition: x=2l.

Le procëdë suivant permet d'obtenir des fonctions holomorphes G-invariantes sur
U a© partir de formes automorphes sur X et Y: partant d'entiers a et b vëri¢ant les
inëgalitës bX 0 et a� bW ÿ 2, et de sections:

f 2 H0�G n X ; F a;b�; g 2 H0�G n Y ; F b;a�

(cf (1.3)), on pose, pour ��~I; ~l�; �~x; ~J�� 2 ~U:

Ff ;g��~I; ~l�; �~x; ~J�� � f �~I; ~l�g�~x; ~J� ~J�~I�ÿa~l�~x�ÿb:

Cette expression, qui est homoge© ne de degrë 0 en chacune des variables et
invariante sous G, dë¢nit bien une fonction sur G nU.

D'autre part, il rësulte de la thëorie des sëries de Poincarë que pour a et b con-
venablement choisis (b > 0), le faisceau F a;b sur G n X est tre© s ample, autrement
dit que les sections correspondantes sëparent les points (y compris
in¢nitësimalement). Il en est alors de meª me du faisceau F b;a sur G n Y, comme
on le voit par dualitë. On en dëduit alors sans mal que l'ensemble des fonctions
Uf ;g obtenues, pour un tel choix de a et b, sëpare les points de G nU.
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Il nous reste alors a© prouver la propriëtë suivante (convexitë holomorphe): pour
toute suite ��In; ln�; �xn; Jn��, sans valeur d'adhërence, d'ëlëments de G nU, il existe
une fonction holomorphe U sur G nU telle que la suite U��In; ln�; �xn; Jn�� ne soit
pas bornëe. Comme le quotient G n Y est compact, nous pouvons supposer (quitte
a© extraire une sous-suite) qu'on a choisi une suite de reprësentants
��In; ln�; �xn; Jn�� 2 U de telle sorte que la seconde composante �xn; Jn� converge vers
un point �x; J� de Y. Parce que notre suite ne posse© de pas de valeur d'adhërence,
on peut supposer (extrayant de nouveau une suite) soit que In tend vers un point
intërieur I de la boule D et que ln converge vers une droite l telle que x 2 l, ou bien
sinon que In a pour limite un point de la frontie© re de D. Dans le premier cas il suf¢t
de choisir a et b comme plus haut, avec b > 0, et f et g ne s'annulant pas en
�I; l� et �x; J� respectivement, pour que jUf ;g��In; ln�; �xn; Jn��j tende vers �1.

Plac° ons nous maintenant dans le second cas, ou© In converge vers la frontie© re, et
limitons nous pour simpli¢er a© n'utiliser que les faisceaux que l'on obtient pour
b � 0 (aW ÿ 2), et dont les sections sont en fait les sections des faisceaux cor-
respondants sur la variëtë de Picard G n D et sur sa conjuguëe. On peut choisir

des syste© mes de coordonnëes projectives ~In �
xn
yn
zn

0@ 1A2 V des points In normalisës de

telle sorte que jxnj2 � jynj2 ÿ jznj2 � ÿ1; le fait que In tende vers la frontie© re de la
boule implique que jznj ! �1, et il est facile d'en dëduire que j ~Jn�~In�j ! �1,
ou© un syste© me de reprësentants ~Jn 2 V� des Jn est supposë choisi de fac° on a© converger
dans V� vers un reprësentant ~J de J. On remarque alors que f �~In� est bornëe: en fait f

est bornëe sur l'ensemble des points
x
y
z

0@ 1A2 V n f0g qui se projettent sur D et qui

vëri¢ent jxj2 � jyj2 ÿ jzj2 � ÿ1, ainsi qu'on le voit en prenant l'image rëciproque
d'un domaine fondamental (relativement compact) de D modulo l'action de G.
De plus, il rësulte de la relative compacitë d'un tel domaine fondamental que l'on
peut trouver des gn 2 G et extraire une sous-suite de telle sorte que gn�~In� converge
vers ~I 0 2 V se projettant sur un point intërieur I 0 de D. De tout cela on dëduit
que si la suite

Uf ;g�In; Jn� � f �gn�~In��g� ~Jn� ~Jn�~In�ÿa

est bornëe, alors f �~I 0�g� ~J� � 0. Cela ne peut pas eª tre toujours le cas, car les sections de
F a;0 [resp. de F 0;a] sëparent, lorsque a est suf¢samment petit, les points de G n D
[resp. de la variëtë duale]: il existe donc bien un choix de a; f ; et g tel que cette
suite ne soit pas bornëe. &

(5.4) LE THEè OREé ME DE BIJECTIVITEè DANS LE CAS AUTOMORPHE

Pour a et b comme en (3.1), c'est-a© -dire vëri¢ant les inëgalitës bX 0 et a� bW ÿ 2,
et posant a0 � ÿaÿ 2; b0 � a� b� 1, nous avons donc dë¢ni une application
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linëaire:

P : H0�G n X ; F a;b�ÿ!H1�G nX ; F a0;b0 �:
De meª me, pour aX 0 et a� bW ÿ 2, a0 � a� b� 1; b0 � ÿbÿ 2 , on a:

P0 : H0�G n Y ; F a;b�ÿ!H1�G nX ; F a0;b0 �:
(5.5) THEè OREé ME: Pour �a; b� 6� �ÿ3; 0�, l'application P est un isomorphisme; de
meª me, pour �a; b� 6� �0;ÿ3�, P0 est un isomorphisme.

(5.6) Le `grain de sel' pour la transformation P lorsque l'on part d'une section du
faisceau Fÿ3;0 consiste en ceci: la reprësentation triviale intervient dans l'espace
d'arrivëe H1�G nX;F 1;ÿ2� mais pas dans l'espace de dëpart. Elle intervient par
une contribution de dimension 1, qui ne saurait appartenir a© l'image de P. On voit
d'ailleurs que cette contribution triviale est reprësentëe par la forme oJ , c'est-a© -dire
qu'elle provient en quelque sorte de la reprësentation triviale, vue dans
H0�G n Y;F 0;0�, par un prolongement (trivial) de P0. De meª me en ce qui concerne
la transformation P0.

(5.7) Preuve: Il rësulte de la proposition (3.1) que P est injective, et il suf¢t donc de
montrer que les deux espaces considërës ont la meª me dimension. D'apre© s ce que
nous avons rappelë en (1.2), la dimension de H0�G n X ; F a;b� est ëgale a© la somme
des dimensions des espaces H0�b0;T ; p
 m�, ou© m est associë au couple �a; b�
(paramëtrisation relative a© X), ou© b0 dësigne l'alge© bre de Lie du sous-groupe de Borel
attachë a© X, et en¢n ou© p dëcrit les composantes irrëductibles de l'espace AG des
formes automorphes. Or, utilisant ce qui a ëtë expliquë en (1.2), on voit que, parmi
les reprësentations irrëductibles de G qui peuvent intervenir, seule la sërie discre© te
holomorphe (ou limite d'icelle) pl de parame© tre l � m� e2 admet, apre© s torsion
par m, de la �b0;T �-cohomologie, laquelle est alors de dimension 1. La dimension
cherchëe est donc ëgale a© la multiplicitë avec laquelle pl appara|ª t dansAG . De meª me,
la dimension de H1�G nX ; F a0;b0 � est ëgale a© la somme des dimensions des espaces
H1�b;T ; p
 m0�, ou© b correspond a© X et ou© m0 est maintenant associë au couple
�a0; b0� (paramëtrisation relative a© X). Pour ceH1, c'est la sërie discre© te de parame© tre
l0 � m0 ÿ e1 qui contribue (une contribution encore de dimension 1). Or m0 � mÿ e3
(cf. (2.3)); par suite, l0 � l, et l'on voit donc que nos deux espaces admettent la
meª me dimension (a© savoir, la multiplicitë de pl dans AG). Un argument identique
s'applique a© la transformation P0.

6. Expression de P et P0 en cohomologie de Dolbeault

(6.1) Voici, d'apre© s ([Ea-Gi-Wo 1] ½3), l'application entre cocha|ª nes au sens de
Gindikin (cf. ci-dessus (2.1)) et cocha|ª nes de Dolbeault qui induit l'isomorphisme
naturel entre les deux cohomologies: on commence par choisir une section s de
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la projection p de U sur X; ici une section naturelle (ëquivariante sous l'action du
groupe G) est donnëe par: s�z; l� � �z; l; x; a�, ou© �x; a� � �l?; z?� dësigne le drapeau
orthogonal a© �z; l� par rapport a© la forme hermitienne h.

Eè tant donnëe o 2 G�U;Oi
p�F�� une i-forme diffërentielle relative, on commence

par la relever localement en une forme diffërentielle absolue ~o 2 G�U;Oi�F��, puis
on montre que la composante de type �0; i� de son pull-back par s:
ko � �s�� ~o���0;i� ne dëpend pas du choix du rele© vement ~o, et dë¢nit ainsi l'application
cherchëe:

k : G�U;Oi
p�F�� ! G�X;O0;i�F��:

Nous allons dëterminer ci-dessous l'image par k des diffërentielles canoniques oI

et oJ construites en (2.2).

(6.2) Fixons un diffëomorphisme G-ëquivariant entre X et G=T comme en (1.1)
ci-dessus, c'est-a© -dire tel que la classe de l'origine corresponde au drapeau

z0 �
1
0
0

0@ 1A ; l0 � 0 1 0
ÿ �

:

Le stabilisateur de ce drapeau dans GC, ainsi qu'on l'a vu ci-dessus, consiste alors en

le sous-groupe de Borel B, constituë des matrices de la forme:
� � �
0 � 0
0 � �

0@ 1A. D'autre

part, l'espace tangent complexi¢ë a© G=T en la classe de l'ëlëment neutre s'identi¢e a©
g=t, ou© g et t dësignent les alge© bres de Lie complexi¢ëes de G et T . En¢n, on peut
identi¢er g=t a© la somme n� nÿ, ou© n (resp. nÿ) dësigne le radical nilpotent de
l'alge© bre de Lie de B (resp. de l'alge© bre opposëe relativement a© t). Si on transporte
la structure complexe de X sur G=T par le diffëomorphisme ci-dessus, alors l'espace
tangent holomorphe (resp. anti-holomorphe) s'identi¢e a© nÿ (resp. n).

Les trois matrices suivantes contituent une base de n (notations du ½1 de [Ca]):

A �
0 1 0
0 0 0
0 0 0

0@ 1A; B �
0 0 1
0 0 0
0 0 0

0@ 1A; C �
0 0 0
0 0 0
0 1 0

0@ 1A:
Dësignons alors par �Z1; �Z2; �Z3 les trois formes linëaires sur l'alge© bre g dë¢nies

comme suit: elles s'annulent sur t� nÿ et leurs restrictions a© n constituent la base
duale de la base �B;C;A�. Ces trois formes se prolongent en des formes diffërentielles
invariantes sur G et se transforment sous l'action du tore T par les caracte© res de
diffërentielles respectives e3; e2; ÿe1. Comme il est expliquë dans ([Ca] (3.4)) ou
dans ([Gr-Sc] ½1 et 2), il leur correspond trois formes diffërentielles G-invariantes
de type �0; 1�:

�Z1 2 G�X;O0;1�Fÿe3 ��; �Z2 2 G�X;O0;1�Fÿe2��; �Z3 2 G�X;O0;1�F e1��:
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On peut calculer la diffërentielle anti-holomorphe de chacune d'elles en utilisant la
formule de Maurer^Cartan comme dans ([Gr-Sc] (1.6)) ou bien en remarquant (cf.
[Ca] (3.4)) que la diffërentielle �@ correspond a© l'opërateur cobord du complexe
qui calcule la n^cohomologie. De l'une ou l'autre de ces fac° ons, on dëduit des for-
mules

�A;B� � �A;C� � 0 ; �B;C� � A

le rësultat suivant: �@�Z1 � �@�Z2 � 0; �@�Z3 � ÿ�Z1 ^ �Z2:

(6.3) Nous allons montrer maintenant que les images des formes oI et oJ , par
l'opërateur k ci-dessus dë¢ni, co|« ncident a© des multiples scalaires pre© s avec �Z1 et
�Z2. Ces scalaires dëpendent de certaines normalisations que nous devons prëciser.
La premie© re de ces normalisations tient au fait que nous avons dë¢ni nos faisceaux
F m de deux manie© res essentiellement diffërentes: d'une part, a© partir des fonctions
bi-homoge© nes d'un certain degrë sur ~X, et d'autre part a© partir du caracte© re m
de T , ce dernier ëtant vu comme le stabilisateur du drapeau

�z0; l0� �
� 1

0
0

0@ 1A ; 0 1 0
ÿ ��

:

Pour identi¢er nos deux constructions, il suf¢t d'identi¢er a© C la ¢bre au dessus de
�z0; l0� du ¢brë dëterminë par la premie© re construction, et nous le ferons en ëvaluant
nos fonctions bi-homoge© nes au point

� 1
0
0

0@ 1A ; 0 1 0
ÿ ��

de ~X. La seconde normalisation est le choix du dëterminant sur V , que nous avons
utilisë dans nos constructions du Paragraphe 2: nous prendrons le dëterminant
habituel sur V � C3.

Ces normalisations ëtant prëcisëes, on a la:

(6.4) FORMULE: k�oI � � ÿ�Z1 ; k�oJ� � ÿ�Z2:

(6.5) Preuve: Tout ëtant G-ëquivariant, il suf¢t de dëmontrer ces formules au point
`base' �z0; l0� qui correspond a© la classe de l'ëlëment neutre dans G=T . D'autre part,
une origine p0 6� z ëtant choisie localement sur la droite l, et variant de fac° on
holomorphe, on peut prendre pour rele© vement ~oI la diffërentielle absolue de la
coordonnëe x�I�. De meª me on dë¢nit ~oJ a© partir du choix local d'une origine
q0 6� l de la droite dë¢nie par z.
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Considërons les applications f1 et f2 d'un voisinage de 1 dans G vers C qui sont
dë¢nies par:

f1�g� � x�I�g�z0; l0��� ; f2�g� � y�J�g�z0; l0��� ;

ou© l'on dësigne par I�z; l� (resp. J�z; l�) le point d'intersection des droites l et z? (resp.
la droite joignant z et l?). Nous choisirons comme origine p0�g� sur la droite g:l0 le
point dont la premie© re coordonnëe projective est nulle. De meª me sur la droite
du dual dë¢nie par g:z0 nous prendrons q0�g� � � 0 �

ÿ �
. Pour ce choix, on a

p0�1� � I�z0; l0� ; q0�1� � J�z0; l0�; de sorte que f1�1� � f2�1� � 0. On obtiendra les
formes k�oI � et k�oJ� au point base en ëvaluant sur n les diffërentielles a© l'ëlëment
neutre des applications f1 et f2.

Nous allons dëterminer ces diffërentielles: partons d'un ëlëment de l'alge© bre de Lie
(rëelle) de Gmodulo l'alge© bre de Lie de T (car il est bien clair que notre diffërentielle
s'annule sur cette dernie© re):

X �
� a b
ÿ�a � c
�b �c �

0@ 1A:
Alors pour t rëel, la matrice:

exp�tX � �
1� t� ta tb
ÿt�a 1� t� tc
t�b t�c 1� t�

0@ 1A � termes de deg: X 2 en t

transforme le drapeau �z0; l0� en le drapeau �z; l� dëterminë a© des termes de degrë X 2
pre© s par:

z �
1
ÿt�a
t�b

0@ 1A� � � � ; l � t�a; 1; ÿtcÿ �� � � � :
On exprime aussi le drapeau orthogonal:

x � l? �
ta
1
t�c

0@ 1A� � � � ; a � z? � 1; ÿta; ÿtbÿ �� � � � :
Le point d'intersection I de l et a ainsi que la droite J joignant z et x admettent

alors les coordonnëes:

I �
tb
tc
1

0@ 1A� � � � ; J � ÿt�b; ÿt�c; 1
ÿ �� � � � :
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Finalement, les `origines' p0 et q0 sont donnëes par:

p0 �
0
tc
1

0@ 1A� � � � ; q0 � ÿt�b; 0; 1
ÿ �� � � � :

On calcule alors aussitoª t:

detl�I ; p0� � ÿtb� � � � ; detl�I ; z� � 1� � � � ; detl� p0; z� � 1� � � � ;

et:

detz�J; q0� � ÿt�c� � � � ; detz�J; l� � ÿ1� � � � ; detz�q0; l� � ÿ1� � � � :
D'ou© :

x�I� � ÿtb� � � � ; y�J� � ÿt�c� � � � ;
et nous avons ainsi dëterminë les diffërentielles en 1 des applications f1 et f2:

df1
� a b
ÿ�a � c
�b �c �

0@ 1A � ÿb ; df2
� a b
ÿ�a � c
�b �c �

0@ 1A � ÿ�c :

On dëtermine en¢n l'image par k de oI et oJ en ëvaluant ces deux diffërentielles sur
les ëlëments de n. Dëcomposons A; B; et C comme combinaisons d'ëlëments de
l'alge© bre de Lie rëelle:

2A �
0 1 0
ÿ1 0 0
0 0 0

0@ 1A� i
0 ÿi 0
ÿi 0 0
0 0 0

0@ 1A ;

2B �
0 0 1
0 0 0
1 0 0

0@ 1A� i
0 0 ÿi
0 0 0
i 0 0

0@ 1A ;

2C �
0 0 0
0 0 1
0 1 0

0@ 1A� i
0 0 0
0 0 i
0 ÿi 0

0@ 1A ;

on voit alors que df1 s'annule sur A et C et que df1�B� � ÿ1 tandis que df2 est nulle
sur A et B et que df2�C� � ÿ1 , conformëment au rësultat annoncë.

(6.6) Il est facile maintenant d'exprimer P et P0 en cohomologie de Dolbeault.
Pour cela, ëtant donnë �z; l� 2 ~X, choisissons un reprësentant �x; a� 2 ~X du drapeau
orthogonal a© �z; l� en le normalisant de telle sorte que a�z� � l�x� � 1. Ensuite,
choisissons un reprësentant, notë I�z; l� 2 V , du point d'intersection de l et a de telle
sorte que det�z; x; I�z; l�� � ÿ1. De meª me, ¢xons une ëquation J�z; l� 2 V� de la
droite �z x�, normalisëe de telle manie© re que det�l; a; J�z; l�� � ÿ1. On voit alors
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que les deux bases �z; x;ÿI�z; l�� et �a; l; J�z; l�� sont duales l'une de l'au tre, et donc
que J�z; l��I�z; l�� � ÿ1. On en dëduit aussi que l ^ a � I�z; l� , z ^ x � J�z; l�, ainsi
que les deux ëgalitës suivantes, qui caractërisent le choix effectuë de nos rep-
rësentants:

detl�z; I�z; l�� � 1 ; detz�l; J�z; l�� � 1 :

Remarquer que I�z; l� [resp. J�z; l�] est bi-homoge© ne de degrë �ÿ1;�1� [resp.
��1;ÿ1�] en �z; l�.

Compte tenu de la dë¢nition (2.3) des transformations P et P0 et de ce que nous
avons rappelë en (6.1), ainsi que du calcul de k�oI � et k�oJ� ci dessus, on obtient
¢nalement l'expression cherchëe en cohomologie de Dolbeault:

Partons de f 2 H0�X ; F a;b�; alors P� f � est reprësentëe par la classe en
cohomologie de Dolbeault de la forme diffërentielle: ÿf �I�z; l�; l� �Z1 (on remarquera
que c'est bien un ëlëment de H0�X;O0;1�Fÿaÿ2;a�b�1���.

De meª me, pour f 0 2 H0�Y ; F a;b�, P0� f 0� est reprësentëe par la classe de la forme:
ÿf 0�z; J�z; l�� �Z2.

7. Cup-produits

Si l'on part de deux formes modulaires

f 2 H0�G n X ; F a;b� et f 0 2 H0�G n Y ; F a0;b0 �;

alors on peut former le cup-produit P� f � \ P0� f 0�. C'est un ëlëment de
H2�G nX ; Fÿa�a0�b0ÿ1;a�bÿb0ÿ1� qui peut s'exprimer dans le formalisme de Gindikin
par la 2-forme diffërentielle relative suivante sur G nU:

cG�z; l; x; a� � f �l ^ a; l�: f 0�z; z ^ x�:a�z�ÿal�x�ÿb0 :oI ^ oJ ;

tandis qu'en cohomologie de Dolbeault cette classe peut eª tre reprësentëe par la forme
de type �0; 2� sur G nX qui s'ëcrit, avec les notations ci-dessus:

cD�z; l� � f �I�z; l�; l�: f 0�z; J�z; l��:�Z1 ^ �Z2:

Le cas particulier le plus intëressant de ces cup-produits est celui ou© b � a0 � 0,
avec a � b0 �W ÿ 2�: la forme modulaire f , qui ne dëpend que de I 2 D, est une
forme modulaire de poids ÿa au sens usuel; de meª me, f 0 ne dëpend que de J. Il
s'agit de formes associëes a© des sëries discre© tes holomorphe et anti-holomorphe
de parame© tres les plus proches possibles du mur compact (cf. (1.3)). Le cup-produit
obtenu est alors un ëlëment de H2�G nX ; Fÿ1;ÿ1�, correspondant a© une reprësen-
tation de GR qui est une limite dëgënërëe de sërie discre© te. On a:

cG�z; l; x; a� � f �l ^ a�: f 0�z ^ x�:�a�z�l�x��ÿa:oI ^ oJ ;
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ou, si l'on prëfe© re:

cG�z; l; x; a� � f �l ^ a�: f 0�z ^ x�:�ÿ�z ^ x���l ^ a��ÿa:oI ^ oJ ;

et:

cD�z; l� � f �I�z; l��: f 0�J�z; l��:�Z1 ^ �Z2:

Combinant le thëore© me (5.2) de [Ca] et notre rësultat (5.5) ci-dessus, on obtient le fait
suivant: de© s que aW ÿ 5, les cup-produits ainsi obtenus engendrent virtuellement
(c'est-a© -dire, quitte a© remplacer G par un de ses sous-groupes de congruence) la
cohomologie H2�G nX ; Fÿ1;ÿ1�.

8. Autres transformations

(8.1) Commenc° ons par remarquer que la dë¢nition de la transformation P peut
s'ëtendre au cas d'une classe de 1-cohomologie dans H1�G n X;F a;b�: en effet, il
rësulte de la thëorie de Gindikin qu'une telle classe peut eª tre reprësentëe par une
1-forme diffërentielle relative fermëe sur G nU, relativement cette fois a© la projection
naturelle pX sur G n X, laquelle envoie �z; l; x; a� sur �I; l�, avec I � l ^ a. Partons
d'une telle forme s; pour �z; l� 2 X ¢xë, on peut restreindre s a© la ¢bre pÿ1�z; l�
et obtenir ainsi une 1-forme relative a© la projection de cette ¢bre sur la droite l,
qui envoie �x; a� sur le point I . Cette restriction sz;l peut se relever localement
en une forme diffërentielle absolue sur la ¢bre pÿ1�z; l�, bien dë¢nie modulo un mul-
tiple de oI , et par consëquent le cup-produit avec oI : a�z�ÿas�l ^ a; l� ^ oI est bien
dë¢ni; c'est une 2-forme relativement a© p sur G nU, qui est relativement fermëe
et qui est exacte si s l'est. Nous avons ainsi dë¢ni une application de
H1�G n X;F a;b� vers H2�G nX;Fÿaÿ2;a�b�1�, que nous noterons Q ou R suivant
que le faisceau F a;b correspond a© un point du secteur latëral gauche ou infërieur
droit du diagramme correspondant (cf. ¢gure ci-dessous).

D'une manie© re tout a© fait semblable, on dë¢nit deux transformations de
H1�G n Y;F a;b� vers H2�G nX;F a�b�1;ÿbÿ2�, notëes Q0 ou R0 ^ suivant que l'on part
du secteur latëral gauche ou supërieur droit ^ et qui gënëralisent P0:

s0 ! l�x�ÿbs0�z; z ^ x� ^ oJ :

(8.2) Il est possible aussi de dë¢nir de fac° on analogue des transformations de la
cohomologie de G nX vers celles de G n X et de G n Y. Pour cela, on commence
par effectuer des constructions semblables a© celles de (2.2): sur la ¢bre au dessus
de �I; l� de la projection pX, on peut dë¢nir une coordonnëe du point z 2 l :

x�z� � detl�z; z0�
detl�z; I�detl�z0; I� ;

laquelle dëpend du choix d'une origine z0 6� I . Sa diffërentielle relative, que nous
noterons oX;z est donc bien dë¢nie et c'est un ëlëment de G�U;O1

pX �Fÿ2;1��.
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De meª me, notons pY la projection de G nU, sur G n Y qui envoie �z; l; x; a� sur
�z; J�, avec J � �z; x�; sur la ¢bre au dessus de �z; J� on peut dë¢nir localement
une coordonnëe y�l� par:

y�l� � detz�l; l0�
detz�l; J�detz�l0; J� ;

nous noterons oY;l 2 G�U;O1
pY�F 1;ÿ2�� la diffërentielle relative de y�l�.

Partons d'une forme relativement fermëe f 2 G�U;O1
p�F a;b��; on peut la

restreindre, de fac° on analogue a© ce que nous avons fait ci-dessus, a© la ¢bre au-dessus
de �I; l� de la projection pX et obtenir ainsi sur cette ¢bre une forme diffërentielle
relative a© la projection sur la droite l qui envoie �z; x� sur z; on constate comme
ci-dessus que la forme diffërentielle relative a© pX:

c�I; l; x; J� � J�I�ÿaf�l ^ J; l� ^ oX;z

(ou© U est vu comme l'ensemble des quadruples �I; l; x; J� vëri¢ant les propriëtës
ëvidentes) est bien dë¢nie, et relativement fermëe [resp. exacte] si f l'est; on obtient
ainsi une application de H1�G nX;F a;b� vers H2�G n X;Fÿaÿ2;a�b�1�, que nous
noterons Q� ou R� suivant que le faisceau F a;b correspond a© un point du secteur
latëral droit ou supërieur gauche du diagramme correspondant.

La meª me formule a un sens lorsque l'on part d'une 2-forme diffërentielle relative
f, et dë¢nit, lorsque le faisceau F a;b correspond a© un point du secteur supërieur
droit du diagramme relatif a© X, une transformation

P� : H2�G nX;F a;b� ! H3�G n X;Fÿaÿ2;a�b�1� :
On proce© de de meª me pour dë¢nir des transformations de la cohomologie de G nX

vers celle de G n Y et on obtient ainsi trois transformations: deux, notëes Q0� et R0�
(suivant que le faisceau correspond a© un point du secteur latëral droit ou infërieur
gauche du diagramme relatif a© Y) de H1�G nX;F a;b� vers H2�G n Y;F a�b�1;ÿbÿ2�,
et une, notëe P0�, de H2�G nX;F a;b� vers H3�G n Y;F a�b�1;ÿbÿ2�. Ces
transformations proviennent toutes trois de l'application qui a© une 1- ou 2-forme
f relative a© p associe la 2- ou 3-forme c relative a© pY dë¢nie par la formule:

c�z; J; I; a� � J�I�ÿbf�z; z ^ I� ^ oY;l

(ou© U est maintenant vu comme l'ensemble des quadruples �z; J; I; a�).

(8.3) Chacune des transformations P�; Q�; R�; P0�; Q0�; R0� co|« ncide a© un signe
pre© s ^ dont je laisse la dëtermination au lecteur ^ avec l'adjointe relativement a© la
dualitë de Serre de la transformation correspondante P; Q; R; P0; Q0; R0. Cela
dëpend du choix sur chacun des espaces considërës d'un isomorphisme
Fÿ2;ÿ2 '

V3O1, choix que nous supposerons compatibles entre eux, en ce sens qu'ils
proviennent tous trois d'un tel isomorphisme sur la variëtë de drapeaux D.

Prouvons cela par exemple dans le cas du couple �P; P��. Donnons nous donc
deux entiers convenables a et b, et f 2 H0�G n X ; F a;b�; soit d'autre part
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Figure 4.
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f 2 H2�G nX;F a;ÿaÿbÿ3�, reprësentëe par une 2-forme relative a© p que nous notons
ëgalement f. Alors P� f � 2 H1�G nX;Fÿaÿ2;a�b�1� est reprësentëe par la 1-forme
relative (a© p):

Z � f �l ^ a; l�a�z�ÿaoI ;

tandis que P��f� 2 H3�G n X ; Fÿaÿ2;ÿbÿ2� est reprësentëe par la 3-forme relative
(a© pX):

c�I; l; x; J� � J�I�ÿaf�l ^ J; l� ^ oX;z:

La 3-forme f :c dë¢nit un ëlëment de H3�G n X ; Fÿ2;ÿ2�, tandis qu'a© Z ^ f est
associëe une classe dans H3�G nX;Fÿ2;ÿ2�. A chacun de ces ëlëments correspond
un scalaire qu'on obtient en transformant ces classes en classes de Dolbeault puis
en intëgrant. Il s'agit de montrer que les deux scalaires ainsi obtenus co|« ncident
au signe pre© s.

Nous avons dëja© expliquë en (6.1) comment transformer une classe de Gindikin sur
G nX en classe de Dolbeault. D'autre part, la donnëe d'un isomorphisme
Fÿ2;ÿ2 '

V3O1 revient a© la donnëe d'une section d 2V3O1 
 F 2;2. Partant de
Z ^ f, il s'agit donc de prendre son pull-back par la section s puis d'intëgrer sur
G nX la forme de type �3; 3�: s��Z ^ f� ^ d.

On proce© de de fac° on similaire pour exprimer la dualitë de Serre sur G n X : ici une
section de la projection pX est donnëe par l'application sX qui a© un couple �I ; l�
associe le quadruple �I; l; x; J�, avec �x; J� � �l?; I?� le drapeau orthogonal.

D'autre part on a une bijection i entre G nX et G n X : au couple �z; l� on associe
�I; l� avec I � l ^ z?. Notre assertion sera prouvëe si l'on montre que i fait se
correspondre (au signe pre© s) les formes s��Z ^ f� ^ d et s�X� f :c� ^ d. C'est clair
en ce qui concerne les morceaux:

s�� f �l ^ a; l�a�z�ÿa ^ f� et s�X� f :J�I�ÿaf�l ^ J; l�� ;

puisque si l'on adopte les normalisations de (6.6) pour le drapeau orthogonal �x; a� a©
�z; l�, puis pour I et J, on a: J�I� � ÿ1, a�z� � 1, l ^ a � I et l ^ J � z. Il nous faut
voir maintenant que s��oI � ^ d et s�X�oX;z� ^ d se correspondent de meª me.

Or nous avons une bijection, dëja© utilisëe en (6.2) entre G=T et X; ëgalement une
entre G=T et X, implicitement considërëe en (1.1), telle que la classe de l'ëlëment

neutre corresponde au drapeau I0 �
0
0
1

0@ 1A; l0 � 0 1 0
ÿ �

. Notre bijection i n'est rien

d'autre que le quotient de ces deux bijections. D'autre part, nous avons calculë en
(6.4) le pull-back sur G=T de la partie anti-holomorphe de s��oI � et montrë que
c'ëtait ëgal a© ÿ�Z1. En¢n, pour une normalisation convenable, le pull-back de d
est la 3-forme invariante produit extërieur des trois 1-formes invariantes associëes
aux trois ëlëments A0�;B0�;C 0�, ou© A0;B0;C0 dësignent les matrices conjuguëes de
A;B;C et �A�;B�;C�;A0�;B0�;C0�� la base duale de la base �A;B;C;A0;B0;C 0�
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de g=t. On voit donc qu'au signe pre© s le pull-back sur G=T de la 4-forme invariante
s��oI � ^ d est donnë par: B� ^ A0� ^ B0� ^ C0�.

De fac° on analogue, pour la bijection entre G=T et X, l'espace tangent holomorphe
en la classe de l'ëlëment neutre est engendrë par B�;A0� et C 0� et le pull-back de d
correspond au signe pre© s au produit extërieur de ces trois ëlëments. D'autre part,
un calcul identique a© celui que nous avons effectuë en (6.5), et que nous laissons
au lecteur, nous donne le pull-back de la partie anti-holomorphe de s�X�oX;z�, et
on trouve que c'est la 1-forme anti-holomorphe associëe a© ÿB0�. Notre 4-forme
s�X�oX;z� ^ d correspond donc a© un signe pre© s au produit extërieur
B0� ^ B� ^ A0� ^ C 0�. La co|« ncidence avec le rësultat prëcëdent prouve notre
assertion. &

(8.4) Le composë de P et R0� est l'application de H0�G n X;F a;b� vers
H2�G n Y;F b;ÿaÿbÿ3� qui a© f associe la classe de la 2^forme (relativement a© pY�:

c�z; J; I; a� � J�I�ÿaÿbÿ1f �I; z ^ I�:oI ^ oY;l

(en effet si tout est normalisë comme en (6.6), on a : l � z ^ I , l ^ a � I , a�z� � 1 et le
cas gënëral s'en dëduit par homogënëitë).

Transformons c en classe de Dolbeault, de fac° on similaire a© ce que nous avons
dëja© fait prëcëdemment. Ici une section sY de la projection de U sur Y est donnëe
par: �z; J� ! �z; J; I�z; J�; a�z; J��, avec I�z; J� � J? et a�z; J� � z?. D'autre part,
pour la bijection ëquivariante entre G=T et Y, telle que la classe de l'ëlëment neutre
corresponde au drapeau

z0 �
1
0
0

0@ 1A ; J0 � 0 0 1
ÿ �

;

l'espace tangent anti-holomorphe [resp. holomorphe] est engendrë par les trois
matricesA;B etC0 [resp.A0;B0 etC]. En¢n, on remarque que la 2-forme diffërentielle
J�I�ÿ1oI ^ oY;l est une forme diffërentielle relative a© valeurs dans le faisceau F 0;ÿ3
(c'est en fait l'image de oI par l'application R0�); un calcul analogue a© ce que nous
avons fait plus haut montre que la partie de type �0; 2� du pull-back par sY de cette
forme est la 2-forme invariante (plus prëcisëment, une section de O0;2�F 0;ÿ3�), notëe
n, associëe a© ÿB� ^ C 0�. C'est une 2-forme qui provient de la variëtë conjuguëe
D� de D (constituëe des droites extërieures a© D), via la projection (de ¢bres des droites
projectives) q de Y sur D� qui a© �z; J� associe J

Notons par ailleurs h� la forme hermitienne sur V� qu'on dëduit par dualitë de h;
on a alors: h��J� � J�I�, et l'on voit que R0� � P�f � est reprësentëe par la 2-classe
de Dolbeault:

cD�z; J� � h��J�ÿaÿbf ÿI�z; J�; z ^ I�z; J�� : n � h��J�ÿaÿb ~f �z; J� : n ;
ou© l'on a notë ~f la fonction sur Y dë¢nie par: ~f �z; J� � f �J?; z ^ J?�; c'est une
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fonction holomorphe en la premie© re variable et anti-holomorphe en la seconde,
bi-homoge© ne de degrë �b; a� b�, cette dernie© re notation signi¢ant que

~f �lz; mJ� � lb� �m�a�b ~f �z; J�:

Considërons par ailleurs la 1-forme anti-holomorphe invariante associëe a© A� et
notons-la r. Elle dë¢nit une section sur G n Y du faisceau O0;1�Fÿ2;1�. La forme
h�z�ÿb ~f �z; J� r est alors une section de O0;1�Fÿbÿ2;a�b�1�, qui dë¢nit sur chaque ¢bre
de q une classe de 1^cohomologie. Or on a un isomorphisme, provenant de la suite
spectrale de Leray:

H1�G n Y;Fÿ2ÿb;a�b�1� � H0�G n D�;R1
q� �Oq�ÿ2ÿ b�� 
 O�a� b� 1��:

Il en rësulte l'existence d'une classe z 2 H1�G n Y;Fÿ2ÿb;a�b�1� dont la restriction a©
chaque ¢bre de q est donnëe par la 1-forme ci-dessus.

Regardons ¢nalement le cup-produit de c et z: c'est un ëlëment de
H3�G n Y;Fÿ2;ÿ2� ' C (l'isomorphisme dëpendant, comme en (8.3), du choix d'un
isomorphisme Fÿ2;ÿ2 '

V3O1
Y, c'est-a© -dire de la donnëe d'une section

dY 2
V3O1

Y 
 F 2;2). On obtient ce scalaire en intëgrant sur G n Y la forme de type
�3; 3�:

h��J�ÿaÿb h�z�ÿb ~f �z; J� ~f �z; J� r ^ n ^ d :

On voit qu'on inte© gre, par rapport a© une mesure invariante, une fonction de signe
constant. Par suite ce cup-produit est non nul de© s que f 6� 0.

On en dëduit que le composë R0� � P est injectif. Il en rësulte, si l'on exclut les
espaces de cohomologie ou© appara|ª t la reprësentation triviale, que R0� et P sont
bijectives (on retouve ainsi le thëore© me (5.5)): en effet tous les espaces considërës
ont alors la meª me dimension (cf. (5.7)). De la meª me fac° on, on voit que P0 et R�
sont bijectives, puis l'adjonction donne la bijectivitë de P�, P0�, R, R0 (toujours
a© un grain de sel pre© s la© ou© ¢gure la reprësentation triviale). J'ignore ce qu'il en
est de Q, Q�, Q0, Q0�.

9. Appendice

(9.1) Le thëore© me suivant est l'analogue de la proposition (5.2) dans le cas d'un
espace hermitien symëtrique quelconque D. En utilisant la thëorie de Gindikin, il
peut permettre d'exprimer la cohomologie cohërente des quotients de D par un
sous-groupe de congruence co-compact G.

(9.2) THEè OREé ME: Soit D un domaine hermitien symëtrique associë a© un groupe
rëductif G, et G � G un sous-groupe de congruence (relativement au choix d'une
Q-structure sur G) tel que le quotient G n G soit compact. Notons Dÿ l'espace com-
plexe conjuguë de D (autrement dit, les fonctions holomorphes sur Dÿ sont les
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fonctions anti-holomorphes sur D). Alors l'espace quotient G n �D� Dÿ� est une
variëtë de Stein.

(9.3) Remarque: On comparera ce rësultat avec le thëore© me 4 de [Ea-Gi-Wo 2] qui
af¢rme l'existence d'un voisinage de Stein convenable de la diagonale dans
�G n D� � �G n Dÿ� . On peut considërer que l'espace ici ëtudië G n �D� Dÿ� constitue
un tel voisinage ^ mais au sens ëtale.

(9.4) La preuve de ce rësultat constitue une gënëralisation de celle de notre pro-
position (5.2). Notons U le produit �D� Dÿ�. A¢n de construire suf¢samment
de fonctions holomorphes sur G nU , nous allons utiliser la fonction noyau
canonique, c'est-a© -dire l'inverse du noyau de Bergman (cf. par exemple [Sa], Chap.
II ½5 et 6; nous voyons ici D comme un domaine bornë). Rappelons que c'est
une fonction holomorphe k sur le produit D� Dÿ (i.e. holomorphe en la premie© re
variable et anti-holomorphe en la seconde) qui vëri¢e les identitës:

(i) k�w; z� � k�z;w�;
(ii) pour g 2 G: k�gz; gw� � k�z;w�j�g; z�j�g;w�, ou© j�g; z� dësigne le facteur ca-

nonique d'automorphie, c'est-a© -dire le jacobien de g en z. D'autre part, k ne
s'annule jamais. Nous utiliserons aussi le fait suivant:

(iii) Pour w 2 D ¢xë et z tendant vers un point z1 de la frontie© re de D, alors k�z;w�
converge vers une limite ¢nie non nulle k�z1;w�, et la fonction ainsi prolongëe
est continue sur D� D: si l'on veut, cela rësulte du fait qu'il existe o 2 D tel
que k�z; o� soit identiquement 1, de l'ëquation fonctionnelle (ii), et du fait
que le facteur d'automorphie j�g; z� admet une limite ¢nie non nulle lorsque,
g ëtant ¢xë, z tend vers un point frontie© re.

Partons de formes automorphes de poidsmX 0; f sur D [resp. h sur Dÿ], i.e. d'une
fonction holomorphe [resp. anti-holomorphe] qui vëri¢e l'ëquation fonctionnelle,
pour g 2 G:

f �g:z� � j�g; z�ÿmf �z� �resp: h�g:w� � j�g;w�ÿmh�w��:
Alors la fontion:

Ff ;h�z;w� � f �z�:h�w�:k�z;w�m

est holomorphe sur U et G^invariante. Comme ci-dessus, il rësulte alors du fait que
les formes automorphes sëparent les points de G n D que l'on a ainsi construit
suf¢samment de fonctions sur G nU pour en sëparer les points.

(9.5) Il nous reste encore a© montrer que G nU est holomorphiquement convexe.
Pour cela on proce© de de fac° on essentiellement semblable a© ce que nous avons fait
en (5.3): donnons-nous une suite sn , sans valeur d'adhërence, d'ëlëments de
G nU . Comme G n Dÿ est compact, nous pouvons supposer (quitte a© extraire
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une sous-suite) qu'on a choisi une suite de reprësentants �zn;wn� 2 U de sn de telle
sorte que la seconde composante wn converge vers un point w1 de Dÿ.

Comme la suite sn ne posse© de pas de valeur d'adhërence, on peut supposer
(extrayant de nouveau une suite) que zn converge vers un point z1 de la frontie© re
de D. Il existe en¢n un syste© me de gn 2 G tels que gn�zn� appartienne a© un domaine
fondamental ¢xë, et donc en extrayant encore une fois une sous-suite on se rame© ne
a© supposer que gn�zn� tend vers d 2 D. Choisissons maintenant un entier m assez
grand pour qu'il existe des formes automorphes f et h comme plus haut, de poids
m, et telles que ni f �d� ni h�w1� ne s'annulent. On a l'ëgalitë:

Ff ;h�sn� � f �zn�:h�wn�:k�zn;wn�m � f �gn�zn��:h�wn�:k�zn;wn�mj�gÿ1n ; gn�zn��ÿm;

et lorsque n tend vers l'in¢ni, f �gn�zn��:h�wn� tend vers f �d�:h�w1� 6� 0, tandis que
k�zn;wn�m converge vers k�z1;w1�m 6� 0; ¢nalement, j j�gÿ1n ; gn�zn��ÿmj tend vers
�1, ainsi qu'il rësulte de la convergence de la sërie

P
g2G j j�g; z�j2 uniformëment

sur les compacts. Nous avons ainsi dëmontrë que la suite Ff ;h�sn� n'est pas bornëe,
et donc que G nU est holomorphiquement convexe.

Bibliographie

[Bo-Wa] Borel, A. et Wallach, N.: Continuous Cohomology, Discrete Subgroups, and
Representations of Reductive Groups, Ann. of Math. Stud. 94, Princeton Uni-
versity Press, 1980.
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