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SUR LE SOCLE DANS LES ALGEBRES
DE JORDAN-BANACH

BERNARD AUPETIT ET LINE BARIBEAU

1. Introduction. Dans une algebre de Banach, le socle joue le méme rdle que
I’ensemble des opérateurs de rang fini dans le cas de I’algébre des opérateurs
linéaires continus sur un espace de Banach. Aussi est-il intéressant de savoir
dans quels cas le socle n’est pas réduit a zéro.

En 1968, B. A. Barnes ([6], Théoreme 2.1 et Théoreme 2.2) a pu démontrer
le théoréme suivant:

THEOREME 1. Soit A une algébre de Banach complexe sans radical. Supposons
que le spectre de chaque élément de A est dénombrable. Alors le socle de A est
non nul.

Il démontre d’abord ce résultat dans le cas commutatif en utilisant le difficile
théoréme de I'idempotent dii 2 G. E. Silov. Ensuite a ’aide de considérations
assez techniques il rameéne le cas non commutatif au cas commutatif.

En utilisant une méthode sous-harmonique, B. Aupetit ([1], pp. 79-80) a
donné une autre démonstration du résultat de B. A. Barnes, qui a I’avantage
d’éliminer le théoreme de Silov et de s’appliquer au cas général non commu-
tatif. Malheureusement cette démonstration est partiellement incorrecte. Cette
démonstration a maintenant été corrigée (voir [4]), et nous nous proposons
ici d’appliquer les mémes idées pour démontrer un résultat analogue pour les
algebres de Jordan-Banach.

La méthode des fonctions analytiques multiformes permet a B. Aupetit
d’obtenir dans [1] les corollaires suivants au Théoréme 1.

COROLLAIRE 2. Soit A un algébre de Banach complexe involutive et sans
radical. Supposons de plus que tout élément d’ un sous-ensemble absorbant de
I'ensemble des éléments hermitiens a son spectre dénombrable. Alors le socle
de A est non nul.

COROLLAIRE 3. Soit A une algébre de Banach réelle sans radical qui posséde
un sous-ensemble absorbant d’ éléments a spectre dénombrable. Alors le socle
de A est non nul.

Nous verrons que ces corollaires peuvent également étre étendus au cas des
algébres de Jordan-Banach.

Enfin nous verrons comment le théoréme d’existence du socle, combiné avec
la caractérisation spectrale des algebres de Jordan-Banach modulaires annihila-
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trices, permet d’obtenir un théoreme de structure pour les algebres de Jordan-
Banach a spectre dénombrable.

2. Algebres de Jordan-Banach a spectre dénombrable. Avant de démon-
trer nos principaux théoreémes, nous devrons rappeler quelques notions algébri-
ques et introduire certains concepts analytiques. Soit J une algebre de Jordan
complexe commutative avec unité 1. Pour tout a € J, nous désignerons par R,
I’application x — ax, et définirons 1’opérateur quadratique

U, =2R> —R,.
Nous aurons besoin des identités suivantes qui sont bien connues:
e 2(RRap — RapR2) +RhRa2 - RaZRb =0

(2) R(ab)c = RaRb(' +RbRac +RL'Rab - RaRcRb - RbRc'Ra-

Nous dénoterons par Sp,x le spectre de x par rapport a I’algebre J, c’est-a-
dire I'ensemble {\ € C | x — A1 n’est pas inversible}.

PROPOSITION 4. Soit J une algébre de Jordan et soit p € J une projection.
Posons Up,J = {U,x | x €J} et Ji(p) = {x €J | px = x}. Alors

a) Ji(p) est une sous-algébre de J, avec unité p,

b) Ji(p) = Uyl ,

¢) Si x € UpJ, alors Spy,sx C Spyx.

Démonstration. a) et b) sont bien connus (voir par exemple [16], III 1).
¢) Soit A & Spyx. Alors il existe y € J tel que

(x =MDy =let (x = M)’y = (x — Al).

Montrons que U,y est I'inverse de x — Ap dans I’algebre U,(J). L’identité (1)
(avec a = p et b = x) implique R,R, = R,R, et en posant @ = b = ¢ = p dans
(2) on obtient R,U, = U,. On a donc

x— Ap)Upy =Ry — )‘Rp)(Up,Y) = (Upr - /\Up)(y)

=Uplxy =Ay) =Upl =p

et

(x = ApYUpy = (R — 2AR, + A’R,)U,y

= Uy(R — 2)R, + NR)(»)

= U,(x%y — 20xy + \%y)
=U,(x — A1) =x — Ap.
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Donc A & Spy, x.

Rappelons que dans une algebre de Jordan la notion d’élément inversible
peut étre caractérisée au moyen des opérateurs U,: a et b sont inversibles si et
seulement si U,b est inversible. De plus, a est inversible si et seulement si a”"
est inversible pour tout n € N.

PROPOSITION 5. Supposons que ay,...,a, € J satisfont a;a; = aiza,- = aia} =
aja; = 0sii+#j. Alors

Sp (a1 +---+a,) 2 (Sp ayU---USp a)\{0}.

Démonstration. Pour n =2 on a

Ugi—xi(ay — AD? = 2(a; — AD[(a; — Al)(a% —2Xay + A1)
— (@ = 2)a; + N2 1)(@5 — 2hap + \?1)
= N2a + N2} - 20%a; — 20 %a, + A1
= )\2(01 +a; — )\1)2
Donc si A # 0,a; +a; — A1 est inversible si et seulement si a; — A1 et a; — A1

sont inversibles. On suppose maintenant que la proposition est vraie pour n— 1.

Posons b = a; + - *+a,_1. Alors ba, = ba> = 0 et b*> = a?+- - -+a>_, implique

que b*a, = b%a> = 0. En appliquant le cas n = 2 et I’hypothése d’induction on
obtient donc

Sp (b +a,) 2 (Sp bUSp a,)\{0}
D [((Sp ayU---USp a,-1)\{0}) USp a,]1\{0}
=(Spa;U---USp a,)\{0}.
On trouvera également dans [16] la démonstration du résultat suivant.

PropOSITION 6. Soient p,q € J deux projections satisfaisant pq = 0. Alors
xy = 0 quels que soient x € UpJ ety € UyJ .

En plus de ces résultats élémentaires, nous aurons besoin de la caractérisation
suivante du radical des algebres U,J .

ProposiTION 7 (McCrimmon [19]). Si p est une projection dans une algébre
de Jordan, on a

Rad U,J = Rad J NU,J.

Nous dirons que J est une algebre de Jordan-Banach avec unité 1 s’il existe
une norme compléte || - || sur J satisfaisant

loeyll < [lx[l lyll,  quels que soient x,y € .J,
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et
=1

(Toutes les algebres que nous considérons ici sont unitaires.)

Le spectre d’un élément d’une algébre de Jordan-Banach est toujours un
compact non vide, et la fonction spectre est semi-continue supérieurement. Les
démonstrations de ces faits sont analogues a celles du cas associatif.

Soit x un élément d’une algebre de Jordan-Banach unitaire, D un voisinage
de Sp x et & : D — C une fonction holomorphe. Soit I" un contour rectifiable
dans D qui entoure Sp x et posons

f&x) = lﬁ/h()\)(x —AD7ld.
2w Jr

La valeur de f(x) est indépendante du choix de I". On obtient ainsi un calcul
fonctionnel holomorphe pour les algebres de Jordan-Banach. L’application / —
h(x) est un homomorphisme de H(Sp x), 1’algébre (associative) des fonctions
holomorphes au voisinage de Sp x, a valeurs dans J, qui satisfait en outre

Sp h(x) = {h(z) | z € Sp x}.

On notera que I’image de cet homomorphisme est alors une sous-algebre forte-
ment associative de J. Cette sous-algébre est celle engendrée par 1, x et x~ .
On trouvera plus de détails sur ces questions dans [20]. En utilisant le calcul
fonctionnel holomorphe on peut voir que le théoréme de Newburgh (voir [1],
page 8) s’applique aussi aux algebres de Jordan-Banach.

Le théoreme qui suit est fondamental puisqu’il permet d’appliquer les
méthodes sous-harmoniques au cas des algebres de Jordan-Banach.

THEOREME 8, (B. Aupetit et A. Zraibi [S]). Soit f : X +— f(\) une fonction
holomorphe d’ un domaine D dans une algébre de Jordan-Banach. Alors la
fonction A\ +— Sp f()\) est analytique multiforme.

Pour la démonstration du Théoréme 8, voir [5]. Les fonctions analytiques
multiformes sont des fonctions a valeurs dans 1’ensemble des compacts non
vides de C qui possédent certaines propriétés de sousharmonicité (pour plus
de détails le lecteur pourra consulter par exemple [2, 4]). Le Théoreme 8 peut
notamment étre appliqué pour démontrer le:

THEOREME 9, (B. Aupetit et A. Zraibi [5]). Soit J une algébre de Jordan-
Banach unitaire complexe. Supposons que Sp x est réduit a un seul point pour

tous les x appartenant a un ouvert non vide de J. Alors J [ Rad J est isomorphe
aCouJ =Rad J.

Remarque. Ce résultat a été généralisé par M. Benslimane et A. Kaidi qui ont
étudié la structure des algebres de Jordan-Banach a spectre fini [8], généralisant
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ainsi le résultat classique sur les algébres de Banach a spectre fini ([1], page
70).

Le théoréme de rareté pour les fonctions analytiques multiformes dénombra-
bles nous sera utile pour établir les Corollaires 12 et 14.

TutoreME 10 [2]. Soit K une fonction analytique multiforme définie sur un
domaine D. Alors ou bien K(\) est dénombrable pour tout N\ € D ou bien
I’ ensemble

{\ € D | K()\) est dénombrable}

est un sous-ensemble de D de capacité extérieure nulle.

La démonstration de ce théoréme globalisant est trés difficile. On consultera
[2] pour plus de détails.

Une algebre de Jordan est dite non dégénérée si U, = 0 implique x = O.
Rappelons qu’un idéal quadratiqi@ d’une algebre de Jordan J est un sous-espace
I qui satisfait U;J C I. Par définition, le socle d’une algébre de Jordan non
dégénérée est la somme des idéaux quadratiques minimaux (voir par exemple
[11]). Si p est une projection et si U,J est une algebre de division, alors U,J est
un idéal quadratique minimal de J, et U,J C Soc J. Nous pouvons maintenant
démontrer 1’analogue du Théoreme 1 pour les algebres de Jordan-Banach.

THEOREME 11. Soit J une algébre de Jordan-Banach avec unité et sans radi-
cal. Supposons que chaque élément de J a son spectre au plus dénombrable.
Alors Soc J # {0}.

Démonstration. Comme 1’algebre est sans radical, elle est automatiquement
non dégénérée (voir [18], Théoreme 10). Supposons que Soc J = {0}. Si Sp x
était réduit a un seul point pour tout x, alors d’apreés le Théoreme 9, on aurait
J = C, contredisant notre hypothese. Il existe donc un €lément x, dont le
spectre contient deux points isolés o et a;. Soient Dy et D deux disques
fermés disjoints de rayon r = 1 tels que

Sp X()m[),‘ = Sp X()mDi = {Ct’,'} (l = 0,1)

Supposons de plus (quitte a faire une translation), que 0 & Sp x. Par semi-
continuité supérieure, on peut trouver ro = 1 tel que

prﬂ(BDOUBDIU{O}):(?) si ”_X—)Con éro.
Pour i = 0,1, on peut par le calcul fonctionnel holomorphe construire la
projection p; associée a xp et «; (on prend pour f la fonction holomorphe qui

vaut 1 en «; et O sur les autres composantes du spectre). Rappelons que la
sous-algebre B engendrée par 1, xo et x, ! est fortement associative. Tous les
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f(xo) obtenus par le calcul fonctionnel holomorphe appartiennent a cette sous-
algébre associative. On a par construction pop; = 0 et Sp pixo = {0, o; } et, par
associativité dans B,

Uy, x0 = 2pi(pixo) — piXo = piXo-

Par les Propositions 4 et 7, les algebres J; = U, J sont des algebres de Jordan-
Banach avec unité p; et sans radical. De plus,

Sps,Up,x € Sp;Upx  pour tout x € J.
Cette inclusion montre que
Sin Upixo = {(X,‘}

car Uy, x, = pixo est inversible dans J;, son inverse étant p;x, ! (on utilise ici
I’associativité dans B).

Soit r < ro/3(||pol|* + ||p1|*) suffisamment petit pour que |x — xo|| < r
implique

Sp./i Upix g Di (l = O’ 1)
Considérons les ensembles
Gi={xelJ| |x—xl| <r et #Sp;, Uyx > 1}.

Les G, sont ouverts par le théoréme de Newburgh. Si B(xp,7)\Go contenait un
ouvert V, alors on aurait #Sp,, y = 1 pour tout y appartenant a ’ouvert U, V
de Jy. D’apres le Théoreme 9, il en résulterait que Up,,J = C, donc py serait
minimal, ce qui est contradictoire. Donc Gy est dense dans la boule, et il en est
de méme pour G,. En particulier on déduit que Go N G # 0.

Soit donc y € GoNG;. Alors Sp,, Uy, y contient deux points isolés oo, @i €
D;(i = 0,1). Posons

x1 = Up,y +Upy + (x0 — poxo — p1xo) = Upyy + Upy + Ui_py—p, X0.

En appliquant les Propositions 4c), 5 et 6, on obtient

Sps x1 2 [Sps Up,y U Sps Up,y USps Ui—p,—p, y1\{0}
2 [Splo Upoy USPJI Upl)’]\{o}
2 {0, @01, 010, @11}

De plus,

Ty = xoll = [|Upy (v = %0) + Up, (v — x0)|
< 3(Ipoll* + llp1 IP)lly — xoll < ro.
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On peut reprendre cet argument avec les projections p;; associées a x; et
ajj,i,j = 0,1. Soit B I’ensemble des suites binaires finies, muni de I’ordre
partiel “<” défini par s < s’ si s’ est obtenu en rallongeant s. On peut construire
par induction une suite (x,),21, une suite de rayons r, = 1 / 2" et pour chaque
suite s € B un disque D; ayant les propriétés suivantes:

1) ”xn —“xn+l“ = 1/2n _et B(-xna rn) C B(xn—h rnAI)v

2)D; CDysisZs',D;NDy =P sinon,

3) Sp x, N D = {a,} pour tout s de longueur n + 1,

4) diam (D) < 1/2"7! si s est de longueur n.

Soit x Ia limite de la suite de Cauchy (x,). Pour toute suite binaire infinie o,
soit 0, la suite finie constituée des n premiers termes de o. Alors (), >, D,, a
un seul élément que nous désignerons par a(c). Comme (o) = lim ,_,» @4, €t
o5, € Sp Xy, la semi-continuité supérieure du spectre implique que a(o) € Sp x.
Enfin, remarquons que si o # ¢, alors D, ﬂD,,z” = () pour un certain 7 et donc
a(o) # a(d’). Puisqu’il y a une quantité non dénombrable de suites binaires
infinies, on conclut que Sp x est non dénombrable, ce qui est contradictoire.
Donc Soc A # {0}.

Remarque. Si A est une algebre de Banach sans radical, alors en définissant un
nouveau produit a o b = (ab + ba)/2, on obtient une algébre de Jordan-Banach
(notée A*) non dégénérée. De plus Spsx = Spa+x et Soc A = Soc A*(cela
découle du Théoréeme 17 de [21]). Le Théoréme 1 peut donc étre vu comme un
corollaire du Théoréme 11.

Notons cependant que le Théoréme 1 peut étre démontré directement (ce qui
engendre moins de difficultés techniques) a partir des mémes idées que dans la
démonstration précédente. En effet, au lieu de considérer les algebres U,J/, on
considérera les algebres pAp, et dans 1’étape d’induction 1I’élément x| est donné
par

X1 = poypo + p1yp1 + (Xo — poXo — P1Xo)-

Le lecteur intéressé pourra trouver la démonstration détaillée dans [4].

On dit que ’algebre de Jordan complexe J est involutive s’il existe une
application x — x* possédant les propriétés suivantes:

E+y) =x"+y*
M) = At A e ),
x** — x

et les éléments satisfaisant x* = x seront dits hermitiens.
On dit d’un sous-ensemble E’ C E qu’il est absorbant s’il existe un élément
a € E' tel que pour tout x € E il existe un r > 0 tel que

a+p(x—a)€E" pourtout 0= p<r.
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CorOLLAIRE 12.  Soit J une algébre de Jordan-Banach complexe involu-
tive avec unité et sans radical. Supposons de plus que tout élément d un
sous-ensemble absorbant de I’ ensemble des éléments hermitiens a son spectre
dénombrable. Alors le socle de J est non nul.

Démonstration. 11 suffit de montrer que I’hyphoth¢se implique que le spectre
de tout élément est dénombrable. Soit 2~ € J un élément hermitien de J et
considérons la fonction analytique

A= f(A) = h+ Ah = a),

ou a est I’élément correspondant a la définition de I’ensemble absorbant. La
fonction K(M\) = Sp f()) est analytique multiforme sur C et est dénombrable
sur un intervalle [0, 7]. On un segment n’est pas de capacité nulle, et le théoréme
de rareté implique que K(\) est dénombrable pour tout A, en particulier pour
A = 1, d’ou on déduit que Sp & est dénombrable. Maintenant tout élément
x € J s’écrit comme x = h+ik ol h et k sont hermitiens. En considérant cette
fois la fonction g(A\) = A + Mk, un raisonnement semblable montre que g(\)
a un spectre dénombrable pour tout A. En particulier x = g(i) a un spectre
dénombrable.

On peut étendre le Théoreme 11 au cas des algebres réelles. (Par définition,
le spectre d’un élément d’une algébre réelle est égal au spectre de cet élément
dans la complexifiée J' = J @ iJ.) Dans le cas associatif, on peut déduire le
cas réel du cas complexe en utilisant le fait que xAx est de dimension finie si
x € Soc A, et inversement si A est complexe.

Le cas des algeébres de Jordan est différent. On a bien que tout €lément x
tel que U,J soit de dimension finie est dans le socle de J([14], Théoreme 1).
Malheureusement nous ne connaissons pas de résultat réciproque, de sorte que
nous ne pouvons transposer la démonstration du Corollaire 3.

La démonstration du Corollaire 14 qui suit sera plutot basée sur le résultat
suivant qui nous a été communiqué par A. Fernandez Lopez.

LeMME 13 (A. Fernandez Lopez et E. Garcia Rus [13]). Soit J une algébre de
Jordan réelle non dégénérée et considérons sa complexifiée J' =J @ iJ. Alors
J' est non dégénérée et Soc J' = (Soc JY.

La démonstration repose sur la caractérisation suivante des éléments du socle
due a K. McCrimmon et A. Fernandez Lépez: si J est une algebre de Jordan
non dégénérée sur le corps K, alors b € Soc J si et seulement si la famille
d’idéaux quadratiques {U,J | x € Kb + U,J } satisfait la propriété des chaines
décroissantes. Le lecteur est renvoyé a [13] pour la démonstration de ces faits.

CoRrOLLAIRE 14. Soit J une algeébre de Jordan-Banach réelle avec unité
et sans radical qui posséde un sous-ensemble absorbant d’ éléments a spectre
dénombrable. Alors le socle de J est non nul.
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Démonstration. Soit J' 1a complexifiée de J. Alors J' est sans radical. D’apres
le théoréme de rareté, tout élément de J' a son spectre dénombrable. Donc,
d’aprés le Théoréme 11, on a Soc J' # {0}. Maintenant, d’aprés le Lemme 13,
on a Soc J' = (Soc JY, d’ot Soc J # {0}.

Il existe une caractérisation algébrique simple des algebres de Banach sans
radical dont tous les éléments ont un spectre fini, ce sont les algebres de dimen-
sion finie. Le cas plus général des algebres de Banach complexes sans radical
ou le spectre a au plus 0 comme point d’accumulation a été parfaitement décrit
par B. A. Barnes [6, 7] qui a montré que ce sont les algebres modulaires annihi-
latrices. Dans [4], B. Aupetit a utilisé ce résultat, ainsi que le Théoréme 1, pour
donner un théoréme de structure pour les algebres de Banach dont le spectre est
dénombrable.

Nous allons maintenant démontrer un théoréme analogue pour les algebres de
Jordan-Banach avec unité.

Etant donné un idéal quadratique I C J, le coeur de I, dénoté K(I), est le
plus grand idéal contenu dans /. Si de plus / est maximal, K(/) sera dit idéal
primitif. Tout comme dans le cas associatif, le radical peut étre caractérisé au
moyen des idéaux maximaux:

THEOREME 15 (L. Hogben et K. McCrimmon [15]). Si J est une algébre de
Jordan avec unité, alors on a

a) Rad J est l'intersection des idéaux quadratiques maximaux de J

b) Rad J est Uintersection des idéaux primitifs de J .

Si I est un idéal de J, on note kh (/) l'intersection des idéaux primitifs qui
contiennent / (avec kh (/) = J s’il n’y en a pas). On peut établir une correspon-
dance entre les idéaux quadratiques maximaux de J et les idéaux quadratiques
maximaux de I’algébre quotient J /I, ces derniers étant précisément les images
par la projection canonique des idéaux quadratiques maximaux de J qui con-
tiennent /. En utilisant le théoréme précédent on obtient alors les propositions
suivantes:

ProposSITION 16. Pour tout idéal I de J, on a Rad(J /I) = kh (1)/1.
PrOPOSITION 17. Pour tout idéal I de J, kh (kh (I)) = kh (/).

Un algebre de Jordan J est dite modulaire annihilatrice si elle est non
dégénérée et siJ / Soc J est radicale. La caractérisation des algébres de Jordan-
Banach complexes dont le spectre est dénombrable a été obtenue par M. Bensli-
mane et A. Rodriguez Palacios [9]. Leur méthode est essentiellement basée sur
les idées de [3] ou est donnée une nouvelle démonstration trés simple dans
le cas associatif. A. Fernandez Lopez a obtenu les mémes résultats dans [12],
indépendamment de [3], mais ses méthodes sont beaucoup plus techniques.

THEOREME 18 (M. Benslimane et A. Rodriguez Palacios [9], A. Fernandez
Lépez [12]).  Soit J une algébre de Jordan-Banach complexe et sans radical
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ou le spectre de tout élément a au plus O comme point d’ accumulation. Alors J
est modulaire annihilatrice.

Soit J une algebre de Jordan-Banach avec unité. Posons Jo = J/RadJ,
et pourn 2 1

Ju = Ju_y/Kh(Soc J,_y).

Soit ¢g la projection de J sur Jy et m, la projection de J,, sur J,,,. Par induction,
on peut définir pour tout n un homomorphisme ¢, de J sur J,.par ¢, = m,_1 ©
¢én—1, et on pose I, = ker ¢,.

Désignons par € la classe des ordinaux de premiiere ou deuxiéme classe (voir
[22]). La construction précédente peut étre étendue a tout o € Q de la fagon
suivante:

— Si a n’est pas un ordinal limite, on pose

Jo = a_l/kh(SOC Ja-1)
Pa = g1 © ¢a—1

« =ker ¢q

oll mo—; est la projection de J,—; sur J,.
— Si «a est un ordinal limite, on pose

I, =kh ( U IB)
p<a
et on définit J, = J /I, avec ¢, la projection associée.

THEOREME 19.  Soit J une algébre de Jordan-Banach complexe avec unité ou
le spectre de chaque élément est au plus dénombrable. Supposons de plus que
J est séparable. Alors il existe un ordinal o de premiére ou deuxiéme classe
et une suite de composition (I4)q < o, d idéaux fermés de J tel que Iy = RadJ,
Io, =J et Ios1 /1y est modulaire annihilatrice pour a = a.

Démonstration. Les algebres J, construites ci-haut sont toutes sans radical
et a spectre au plus dénombrable. Les idéaux I, forment une suite croissante
d’idéaux fermés. D’apres le théoreme de Kuratowski ([17], page 146), cette suite
se stabilise a partir d’un plus petit ordinal ap. On a alors

{0} = Tags1 /1oy = kh(SoC Jgp).

Le Théoréme 11 implique donc que Jo, = {0}, d’olt I, = J. D’autre part,
Ios1 /1o = kh(Soc Jq)

est une algebre sans radical car

Rad(kh(Soc J,)) = kh(Soc J,) NRadJ, = {0}
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(voir [19], Théoréme 3). De plus, le spectre de tout élément de kh (Soc J4) a

au

plus 0 comme point d’accumulation (voir [9]). Donc, par le Théoréme 18,

T /la est modulaire annihilatrice pour tout o = «.

Remarque. Ce théoreme a d’abord été démontré dans le cas associatif dans

[4]. Dans ce cas on a la conclusion additionnelle que /4, est de codimension
finie.

o

b w

9.

10.
11.

12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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