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LE SPECTRE DES OPERATEURS DE COMPOSITION
SUR ([0,1]

BRUCE MONTADOR

Introduction. Soit f: [0,1] — [0,1] une fonction continue. C[0,1] est I'espace
(de Banach) des fonctions continues & valeurs complexes définies sur [0, 1],
muni de la norme définie par le suprémum. L’opérateur de composition [f] se
définit trés naturellement sur cet espace:

[f]: C[0, 1] — C][0, 1]
g—gof.

Le but de cet article est de calculer le spectre de I'opérateur [f] pour chaque
fonction f. Des études partielles d’opérateurs de composition ont déja été
publiées dans le contexte de certains espaces de fonctions analytiques dans le
disque. Les résultats que nous présentons utilisent les méthodes de l'itération
et des équations fonctionnelles, dont la référence principale est le livre de
Kuczma [2]. Nous allons donner une classification des fonctions continues de
[0, 1] dans [0, 1], basée sur deux propriétés simples de telles fonctions. Cette
classification sera l'outil fondamental pour le calcul du spectre.

Le présent travail fait partie de ma thése de doctorat [3]. Je suis parti-
culiérement reconnaissant & mon directeur de recherches, monsieur le pro-
fesseur Serge Dubuc, dont les conseils m'ont été trés utiles.

Notation. f* est l'itérée n-ieme de f:f"(x) = f(f"'(x)) pour tout n = 2;
frJ) = {y € [0, 1y = f"(x),x € J} ou J C [0, 1].
E est Uintervalle [0, 1], C(E) = C[0, 1].

D’abord nous obtenons une borne supérieure pour le spectre de tous les
opérateurs [f].

LemMmE. o ([f]) C{N € C||N\ =1} = D.
Démonstration. Il suffit de montrer que ||[f]]| = 1.Si|lg]| = 1,g € C(E), alors

S lell

Il

llgo
sup [g(f(x))]
2€[0,1]

< llgll = 1.
D’autre part, si 2 (x) = 1 pour chaquex € [0, 1], ||z|| = Let|/[flk]| = ||&|| = 1.
Recu le 3, avril, 1973. Ce travail été rendu possible grice & des subventions du Conseil des

Arts du Canada et du Ministére de 'Education du Québec.
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Nous donnons maintenant deux définitions qui vont nous permettre d’établir
la classification des fonctions f : E — E déja mentionnée.

Définition 1. Une fonction continue f de E dans lui-méme est dite ultimement
surjective s'il existe un entier positif 7, et un sous-ensemble J de E tels que,
pour tout entier positif k, f*oH*(E) = fro(E) = J.

Définition 2. Une fonction continue f : £ — E est dite ultimement injective
s'il existe un entier positif # tel que, pour tout entier positif & et tout couple
x, v de points de E, f***(x) = f*+*(y) entraine que f*(x) = f*(y).

Remarque. Une fonction ultimement surjective f est ultimement injective si
et seulement si elle est une bijection sur I'’ensemble J = f*(E).

Le reste de cet article décrit le spectre de [f], pour chaque fonction f. Ce
travail se divise en trois parties selon que f n'est pas ultimement surjective,
qu’elle est a la fois ultimement surjective et ultimement injective, ou qu’elle
est ultimement surjective mais non ultimement injective.

1. f n’est pas ultimement surjective. Le résultat que nous obtenons ici
repose sur le fait qu'une valeur presque propre est une valeur spectrale.
Rappelons qu’une valeur presque propre d’un opérateur 4 : T — T est un
nombre complexe \ pour lequel il existe une suite {x,} de points de T, avec
lx.|| = 1 pour chaque % et |[\x, — Ax,|| — 0. (cf. [1, p. 304].)

THEOREME 1. St f : E — E n'est pas ultimement surjective alors o ([f]) = D.

Démonstration. 11 suffit de montrer que, pour chaque X\, 0 < [N\ < 1, il

existe une suite {g,} de fonctions de E dans C telle que |g,]| = 1 et ||[\g, —
[flg.]l = 0 lorsque n — 0.
Fixons A. Si nous construisons une fonction g, € C(E) telle que [|g,]] = 1 et

telle que |[Ag, — [flg.l| = 2|\**! le théoréme aura été démontré.

Considérons les intervalles fermés et emboités E D f(E) D f2(E) D ... D
f"(E) D ... . Nousvoyons que, pour tout #, f"(f*(E)) = E. De plus f"+1(f*(E))
# E, car s'il y avait égalité, f"~'(E) = f*(E) et f serait ultimement surjective.
Choisissons x, € E\f™+1(f*(E)).

Maintenant définissons g,. Prenons n’importe quelle fonction g, : f*(E) — C
qui satisfait les conditions suivantes:

(1) |g.(x)| £ \* six € f(E)

(i) |ga(x)| = N six € frHI(E)

(iil) |g(f" ()| = [N

(iv) g(f(a)) = M(an)

g(f(ba)) = Mg (by) ot fH(E) = [an, bn).

Nous allons prolonger g, a [0, 1], en plusieurs étapes. D’abord, si x € f-!

—
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(FH(EN\f*(E), posons g, (x) = N'g(f(x)). g, est alors bien définies sur f~1 (f*(E))
et elle est continue sauf peut-&tre aux points a, et b,. Cependant si x — a,,
x ¢ f(E), g.(x) = N g, (f(a,)) = g.(a,). g, est donc continue au point a,, et
d’une fagon analogue au point b,. Elle est ainsi continue sur f~1(f*(E)) et si x
n’est pas un point intérieur de f*(E), g, (x) = g,(f(x)).

Le prolongement de g, & E = f~™(f"(E)) se fait de maniére analogue, étape
par étape. Si k < n et si g, est définie et continue sur f~*(f*(E)), avec A\g,(x) =
2,(f(x)) si x n’est pas dans l'intérieur de f"(E), prolongeons g, & f~*=1(f*(E)).
Posons g,(x) = N71g,(f(x)) si x € f1(f*(E))\f*(f"(E)). Alors g, est définie
sur f*=1(f*(E)) et elle est continue sauf peut-étre aux points de la frontiére de
f(*(E)). Puisque f(f*(E)) D f*(E), un tel point de la frontiére x vérifie
M (x) = g(f(x)). Par conséquent la méme démonstration que précédemment
nous donne que g, est aussi continue aux points de la frontiére de f~*(f*(E)).

Il est donc possible de prolonger g, & une fonction continue sur E, telle que
N (x) = g,(f(x)) sauf six est & 'intérieur de f*(E). Remarquons que [|g,|| = 1:

llgall = sup ln@)] = sup sup g ()] A
=0, tefn(e)
< sup MNP =1let
0 n
{g.} est la suite de fonctions recherchée car
= sup l)‘gn(t) - gn(f(t))l
IEE

Il

sup_ g (t) — g.(f())]

tef"(E

< sup Mg @] + |l (fEN ]}

< NI A
= 2|A|""' = 0 lorsque # — 0.
2. f est ultimement surjective et ultimement injective. Rappelons
que de telles fonctions f sont bijectives sur '’ensemble J = f"(E) (cf. la défini-
tion d’'une fonction ultimement surjective). Parmi ces fonctions considérons

d’abord les surjections, c’est-a-dire les fonctions qui sont bijectives sur f*°(E) =
E. Nous avons le lemme suivant.

LEMME. Si f est une bijection,
o([f) TS ={z€Clls| =

Démonstration. Puisque f est une bijection continue sur E, f~! I'est aussi.
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Alors [|[[f]]| = leto([f7] C D. Mais[f™'] = [fI, et A€ o([f]) @ N1 E o
I =N =1

Aprés avoir éliminé deux cas particuliers nous nous apercevrons qu'’en
général le réciproque du lemme est aussi vrai.

THEOREME. St f : E — E est une bijection le spectre de [f] est

(1) {1} st f(x) = x pour tout x € E;

(it) {1, —1} st f2(x) = x pour tout x € E et si f(y) # y pour uny € E;
(iii) S' st f2(x) # x pour un x € E.

Démonstration. Constatons d’abord que si N £ 1 (resp. A\? &% 1) l'inverse
continu de NI — [flest N = 1)71[f] = (AN — 1)1 I (resp. (\*? — 1)7t (N[ +
[f])) dans i (resp. ii). 1 est une valeur propre de tout opérateur de composition
(la fonction constante étant une fonction propre correspondante). Si f2(x) = x
pour tout x € E et si f(y) # y pour un y, f est décroissante. Il y a donc un
unique point fixe xo, et xo € (0, 1). Soit g une fonction positive sur (xo, 1]
dont la limite a gauche a x, est nulle. Prolongeons g & [0, 1] en posant g(x) =
—g(f(x)) six € [0, x0) et g(xo) = 0. Alors g(f(x)) = —g(x) pour tout x € E.

Maintenant il suffit de montrer que, pour tout A € S, X 5% 1, il existe une
fonction 2 € C(E) qui n’est pas dans 'image de N — [f], si f2(y) £ y pour
un y € [0, 1]. Fixons \ et supposons que f est croissante, et ¥, un tel point.
Alorsles points y, = f*(y,) convergent & un point fixe X de f. Choisissons /# dans
C(E) telle que

(a) h(z) =0,

(b) h(y,) = N*(n + 1)~ pour tout n > 0.

Supposons qu'il existe une fonction continue g : E — C telle que (M —
[fDg = k. Alors g(x) = (\ — 1)1 h(x) = 0 et g(y,) — 0 car y, — x. Posons
M = |g(y)| < . _ ~

D’abord, pour tout ¢ € E, g(¢) = Ag(f(¢)) + Mu(2). Il s’ensuit que g(vy) =
g (y1) + Xi(go) et, plus généralement, que

¢ (o) = Rg () + Z X (y,).

Lorsque # — o0 \"g(y,) tend vers 0. Cependant

n—1 n—1 n
S XFhy) =X 2 M\ E+ )T =X N
=0 =0 Jj=1
Soit m assez grand pour que |g(v,.)| < M/2 et pour que Y."Zijl > 2
Max {1, M}. Alors, si M # 0,
m—1
M= g0l = [X"gGm) + X 25 7

>l Zm: Y = lemll > 2M — M/2 > I
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Si g(y¢) était 0, nous aurions 0 = 2. Les deux cas ménent 4 des contradictions.
Nous en concluons que g n’existe pas et que X € o ([f]).

Lorsque f est décroissante et f2(yo) 7 ¥, les points f*(y,) convergent & un
point fixe & de f? et f***+1(y,) convergent & f(£), un autre point fixe de f2. Si,
dans la preuve pour f croissante, nous choisissons % telle que 2 (%) = k(f(x)) =
0 et telle que & (y2,) = A*(2n + 1)~! et h(Va,41) = 0, la méme démonstration,
avec quelques légéres modifications, assure que % n’est pas dans I'image de
C(E) par l'opérateur A — [{]

Si une fonction ultimement injective f est ultimement surjective sans étre
surjective, son spectre sera déterminé par son action sur l'’ensemble J = f*(E)
ol elle est bijective.

THEOREME. St f est & la fois ultimement surjective et ultimement injective, et si
f(B) % E, a((f]) est
(1) {1,0} st f(x) = x pour tout x € J = fro(E);
(i) {1, —1,0} st f2(x) = x pour tout x € J et si f(y) # vy pour uny € J;
(iii) {0} U St s7 f2(y) # y pour uny € J.

Démonstration. (a) Si f(E) # E 0 € o([f]) car f(E)° est un ouvert de
[0, 1] et il existe une fonction continue g : E — C non identiquement nulle
qui s’annulle sur f(£), d'ott g(f(x)) = 0 g(x) = 0 pour tout x € E.

I1 est possible de définir sur J des fonctions continues semblables A celles du
théoréme précédent, qui s’annulent sur la frontiére de J. Elles peuvent étre
prolongées a [0, 1] en les posant égales a zéro sur J°. Les nouvelles fonctions
prolongées seront alors les fonctions propres associées 21 ou & —1 (cas(i) ou
(ii)) ou des fonctions qui ne sont pas dans I'image de l'opérateur M — [f],
pour |\ = 1, X # 1 (cas(iii)).

Il s’ensuit que o ([f]) contient toujours les ensembles dont il est question dans
I’énoncé.

(b) Soit 0 < |\ < 1. Considérons f comme une fonction de J dans lui-
méme. Alors N — [f] est inversible sur C(J) en vertu du théoréme précédent.
Sih € C(E) soit go : J — C la fonction (NI — [f])~1(k|J). Définissons

() = O = [0 @)
= 33 X)) N (@)

(o1 fo(x) = x etou n = mo, 'entier minimal tel que f*°(E) = J). g est continue

et
M = [fDg(x) = h(x) — N h(f"(x)) — N go(f*1(x)) + N"Figo(f(x))
= h(x) car f"(x) € J.
De plus
IO = [f D72 < ; TR+ I ol |-
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Puisque (A — [f])~! est continu sur C(J), ||g|| = C||k|J|| = CJk]|. Alors

1oz = 7 < (3 n 4+ o) gl
et (A — [f])~! est continu. Il s’ensuit que N ¢ o ([f]).
Dans le cas i (resp. ii) la preuve que N — [f] est inversible si [A\] = 1 et
A= 1 (resp. \? # 1) est analogue a celle que nous venons de faire lorsque
0< N <1

3. f est ultimement surjective mais elle n’est pas ultimement
injective. Il ne nous reste plus que ce dernier cas. La démonstration va
montrer que chaque X de module entre 0 et 1 est une valeur propre de [f]*, et
par conséquent une valeur spectrale de [f]. De ceci nous conclurons que

o([f]) = D.

THEOREME. St f : E — E est une fonction ultimement surjective qui n'est puas
ultimement injective o ([f]) = D.

Démonstration. 1l suffit de construire, pour chaque \, 0 < |\| < 1. une
fonctionnelle u, linéaire et continue sur C(E), telle que \u(g) = u(g o f) pour
chaque g € C(E).

Puisque f n’est pas ultimement injective il existe deux points distincts x; et
y; dans J tels que f(x1) = f(y1) (cf. la remarque qui suit les définitions au
début de I'article). f(J) = J et, par conséquent, nous pouvons construire deux
suites infinies dans J, {x,},=1 et {¥,},21 telles que f(x;) = x;—1 et f(y:) = ¥
pour tout 7,7 (xo = ¥o = f(x1)). Il est facile de constater que x,, y,, et leurs
pré-images peuvent étre choisis de telle sorte que tous les points soient distincts.

Fixons \, 0 < |\| < 1, et définissons 7\ : C[0, 1] — C par

n(h) = Z )\ih(xiﬂ) - Z )\ih(yiﬂ)
i>0 >0

pour chaque & € C[0, 1] 7, est bien définie et continue car |r\ (k)| < 2||k]| (1 —
[A\)~L. De plus

T)\(}l Of)

;} MNa(f@e1) = h(f(yea))]
% NhGes) — h(y)]

; Nh(x:) — h(yi)] carxo = yo
A 2o Na(esn) = E(ye)]

1>1
= An(h).

Montrons pour terminer que 7\ n’est pas identiquement nulle. Fixons 7,
pour que iz |A? < 1/4 et soit

Il
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=73 Min{lx;, —z]:z2=2;7=2,...,mo0uz=y9;7=1,..

7o}
6 > 0 car tous les x; et y; sont distincts. Choisissons £ telle que Hh|| <1,
h(xy) = leth(y) =0siy ¢ {¢ € [0, 1]]jx, — ¢ < 8}. Alors

() = h(x:) + i;no MA@ 1) — (i),
d’ou

im0 -1 <2 X p'<}-j
et nn(h) # 0.

m\ est donc la fonctionnelle linéaire recherchée et la preuve est compléte.
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