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SUR UNE FAMILLE SOUS-ORDONNEE AU NOYAU

DE CONVOLUTION DE HUNT DONNE

dedie a M, le professeur Ύuhinari Tohί
a Γoccasion de sa 60eme annee

MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soient X un groupe abelien localement compact et denombrable a
Γinίini, et ξ sa mesure de Haar. Dans la theorie du potentiel, un noyau
de convolution N sur X signifie une mesure de Radon positive dans X.
Pour une mesure de Radon reelle μ dans X, N*μ s'appelle le iV-potentiel
de μ des que cette convolution a un sens.

On dit qu'un noyau de convolution N sur X satisfait au principe de
domination si, queues que soient φ, ψ de C£(X), N*φ <; iV*ψ sur X des
que la meme inegalite a lieu sur le support de φ, supp (φ). On note ici
CK(X) et C£(X) Γespace vectoriel topologique usuel des fonctions finies
et continues dans X a support compact et son cone convexe des func-
tions non-negatives, respectivement.

On connait que, sous une condition additionelle, N satisfait au prin-

cipe de domination si et seulement si Λf est un noyau de convolution de

Hunt. Un noyau de convolution de Hunt N sur X est, par definition,

de la forme N = atdt, oύ (at)t^0 est un semi-groupe vaguement continu
J o

de mesures de Radon positives dans X c'est-a-dire, a0 = la mesure deDirac
ε, at*a8 = at+s pour tous t ^ 0, s ^ 0 et Γ application R+ = [0, +oo)9i—>αt

est vaguement continue. Dans ce cas, (at)t^Q est uniquement determine,
qui s'appelle le semi-groupe associe au noyau N.

On dit qu'une mesure de Radon reelle μ dans X est bornee si, quelle
que soit φ de CK(X), μ*φ est bornee sur X. On note Mϊ(R+) la totalite
des mesures positives bornees dans la droite reelle R et portees par R+.
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Λoo

Pour un noyau de convolution de Hunt N = atdt sur X et pour une
Jo

mesure positive λ de M£(R+), le noyau de convolution

N(λ) = jatdλ(fi)

,sur Z a u n sens. On note

D(N Z) = {Nw e D(X) λ e M+(R+)} ,

ou D(X) est la totalite des noyaux de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination, et D(N;X) s'appellera la famille sous-ordonnee
au noyau N. Cette note sera consacree a sa caracterisation.

THEOREME. Soit λ une mesure positive de M£(R+) alors pour que,
•quels que soient X un groupe abelien localement compact et denombrable
a Γinfini et N un noyau de convolution de Hunt sur X, N{X) appartienne
A D(N Z), il faut et il suffit que le noyau de convolution λ sut R satis-
ΐasse au principe de domination. Dans ce cas, λ est un noyau de con-
volution de Hunt sur R ou 0.

Dans les articles [2] et [3], on discute que, pour un noyau de con-
volution de Hunt sur Z, la somme lineaire de puissances fractionnaires
de N satisfait aussi au principe de domination des que cela a un sens.
Mais nous connaissons maintenant que cela est un resultat immediat de
Γenonce suivant (cf. [4]):

Soit (Np)p^0 la resolvante associee au noyau N alors, quelle que soit

2 (ηtO) une mesure positive sur R+ de masse totale ίinie, ΛTpd Kp) est

aussi un noyau de convolution de Hunt sur Z.

Si N — \ atdt, alors
Jo

ΪNpdλ(p) = JΓexp (-tp)atdtdλ(p) = Γα tdίfexp (-tp)dλ(p) .

En utilisant notre theoreme, le present enonce deduit immediatement du
principe de domination pour le noyau-fonction

0 t < 0

,sur R. Cela resulte de la theorie generale, et on peut Γobtenir aussi par
Je calcul elementaire (cf. [7]).
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Notre methode est encore valable pour les noyaux de Hunt (non-

convolution) sur un espace localement compact et denombrable a Γinfini.

2. La demonstration du theoreme

Commengons d'abord avec quelques lemmes suivants.

LEMME 1. Soίent N = atdt un noyau de convolution de Hunt sur
Jo

X et λ une mesure positive de M£(R+) alors le noyau de convolution

Nω = atdt sur X a un sens.
Jo

En effet, quelle que soit / de C£(R) portee par R+, f*λ est bornee

sur R et supp(/*Λ) c R+. Done, quelle que soit φ de C£(X),

+ oo > jat*φ*φ(x)(f*X)(f)dt = jjat+s*φ*φ(x)f(t)dtdλ(s)

= [Ut * <pf(t) dt) * ί ϊas * ^d^(s) j (a?)

pour tout x de Z, d'oύ Nω a un sens.

LEMME 2. Soίί vί πnβ mesure positive (^0) c?β M£(R+) de masse

totale finie supposons que, quels que soίent X un groupe abelίen localement

compact et denombrable a I'inftni et N un noyau de convolution borne

de Hunt sur X, Nw est aussί un noyau de convolution de Hunt sur X.

Si N est de la forme

N - ± (σ)» ,
w=0

oύ σ est une mesure de Radon positive dans X de masse totale ^ 1 , alors

on a

oύ c et an (n = 0,1,2, •) sont constantes non-negatives avec Σn=o an ^ l

On note O)° — ε, la mesure de Dirac a Γorigine, et (σ)n = (σ)n~ι*σ

(n ^ 1). Un noyau de convolution N sur X est elementaire s'il est de

la forme N = c 2]^= 0 (σ)n, oύ c et a sont respectivement une constante

positive et une mesure de Radon positive dans X. Cela est toujours un

noyau de convolution de Hunt (cf. [1]).
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Montrons le present lemme. Soit Z le groupe des entiers; posons
# — Έin=aiβι)n — Σn«=oe«, oύ εn est la masse d'unite au point n. Alors
N est un noyau de convolution de Hunt sur Z. D'apres notre hypothese,
# ( 2 ) est aussi un noyau de convolution de Hunt sur Z. Evidemment
#w({0}) > 0, et done N{λ) est elementaire. On a, d'autre part, supp (#(J0)
c Z+ = {0,1,2, •}, car, quel que soit t >̂ 0, Z+ = supp (N) Z) supp (άt), oύ
(̂ ί)ί̂ o est le semi-groupe associe au noyau N. N etant borne, Nω est
aussi borne. Done il existe constantes non-negatives c et an (n = 0,1,2, •)
avec Σζ=oan ^ 1 telles que

Σ (Σ ) έ (Σ
m = 0 \n = 0 / m = 0 \n="0

L'inegalite Σn=oan ^ 1 resulte du fait que Nw est borne (cf. [6]). Soit
N = Σw=o (v)n le noyau de convolution elementaire dans notre lemme. On
peut ecrire

tf<a> = ΣK(σ)n ,

oύ bn est constant (n = 0,1,2, •), car

at = exp (—t(ε — a)) = f] ~ .
w=o 7 ,̂ !

On a aussi

#oo - Σ bn(ey = ± &«e»
w = 0 w = 0

En comparant coefficients, on a

Σ
0

LEMME 3. Soit λ la meme que ci-dessus et supposons les memes con-
ditions que ci-dessus. Alors, quels que soient X un groupe abέlien locale-
ment compact et denombrable a Vinfini et N un noyau de convolution
(non-borne) de Hunt sur X, Niλ) satis fait aussi au principe de domination.

En effet, posons N = atdt et, quel que soit p > 0, Np = \ exv(—tp)atdt
Jo Jo

on a alors
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pN + ε etant aussi un noyau de convolution de Hunt sur Z, on designe
par (aPtt)t^0 le semi-groupe associe au noyau pN + ε. On a aussi

Σ v v) \ε

71 = 0 %

et done

(pN + e) ω = Σ <

oύ bn est la constante dans le lemme 2 (n = 0,1,2, •)• On remarque

ici que lorsque Γon ecrit

fn(t) ;> 0 sur R+ pour tout entier n ^ 0 (cf. le noyau de convolution de
Hunt N sur Z). Soient c et an (n = 0,1,2, •) aussi les constantes dans le
lemme 1. En comparant coefficients, on obtient que 2^= 0 (Σn=o
a un sens et

(pN + s ) w ^ e

d'oύ 2]m=o (ΣΓ=o an(pNp)
n)m a un sens. En comparant encore coefficients,

on a

(pW + e)(2) = c

d'oϋ (Λf + O-/p)ε)w est un noyau de convolution elementaire sur Z. II est
evident que (N + (l/p)ε)w converge vaguement vers Niλ) avec p—* +oo.
Done, pour le principe de domination pour N( i ), il suffit de voir le lemme
suivant:

LEMME 4. Soit (JVm)~βl une suite de noyaux de convolution sur X
satisfaisant au principe de domination. Si elle converge vaguement vers
un noyau de convolution N sur X avec n—» +oo, alors N satis fait aussi
au principe de domination.

Cela est presque connu, et nous faisons seulement quelques remarques.
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Pour le principe de domination pour N, il suffit de voir que, queues que
soient φ, ψ de Cχ(X),

N*φ < N*ψ sur supp (φ) => N*φ <* N*ψ sur X

(cf. [6]). D'autre part, la suite (Nm*(p)Z,=1 converge uniformement vers
N * ψ sur tout compact dans X avec m —> + co.

LEMME 5. £oi£ /I (^0) tm noyau de convolution sur R qui appartient
a M£(R+). SHI satίsfait au principe de domination, alors λ est un noyau
de convolution de Hunt sur R.

On a, quelle que soit φ de CK(R),

lim λ*φ(—x) = 0 .
χ-*<χ>

x € supp («?)

D'apres le theoreme obtenu dans [6], λ est un noyau de convolution de
Hunt.

Repetons encore notre theoreme principal.

THEOREME 1. Soit λ une mesure positive de M£(R+) alors pour que,
quels que soient X un groupe abelien localement compact et denombrable
a Γinfini et N un noyau de convolution de Hunt sur X, N{λ) appartienne a
D(N X), il faut et il suffit que le noyau de convolution λ sur R satisfasse
au principe de domination.

Demonstration. Montrons d'abord que la condition est suffisante.
Supposons que λ e M£(R+) satisfait au principe de domination. Alors,
d'apres le lemme 5, λ est un noyau de convolution de Hunt sur R ou 0.

Evidemment on peut supposer λ Φ 0. Soit 2V — atdt un noyau de con-
Jo

Λoo

volution sur X. Pour le principe de domination pour N,λ) = atdλ(f),
Jo

d'apres le lemme 3, on peut supposer que N est borne. En considerant

la resolvante associee a N et la resolvante associee a λ, on peut supposer

ensuite que \dN < +00, \dλ < +00 et λ est de la forme λ = Σn=o (λo)
n>

oύ Λo est une mesure positive de M£(R+) de masse totale <1 (cf. le

lemme 4). Dans ce cas, on a \dat < 1 pour tout t > 0. II existe une
fonction definie-negative ψ sur le groupe dual I de I avec ψ(O) > 0, et
une seule telle que, quel que soit t ^ 0,

άt = exp(—ίψ) ,
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oύ la signe ^ represente la transformation de Fourier.υ Pour que Nw

soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il suffit de voir que 1/NW

est definie-negative. On remarque ici \dN{λ) < \dλ < +00. On a

ί^^(t) fexp(~ίψ)^(ί)

- άt)dλ0(t) ,

et par suite 1/NW est definie-negative. On obtient ainsi que la condition
est suffisante.

Reciproquement, on considere le noyau-fonction dΉeaviside H sur R
c'est-a-dire, H(t) = 1 pour t ^ 0 et H(t) — 0 pour tout t < 0. Soit (at)t^0

le semi-groupe associe a H alors at = εt, oύ εέ est la mesure de Dirac
a t. Done, quel que soit λ de M$(R+),

On obtient ainsi que la condition est necessaire. La demonstration est
complete.

Remarque. Soient X Γespace euclidien Rn a n (^1) dimensions et
λ une mesure positive de M£(R+). Pour que, quel que soit N un noyau
de convolution de Hunt sur Rn, Nω appartienne a D(N;Rn), il faut et
il suffit que λ soit un noyau de convolution de Hunt sur R ou 0.

En effet, dans la presente demonstration, nous utilisons seulement
^ = Σn=o«n sur Z et le noyau-fonction dΉeaviside sur R. Ces deux

1} Une fonction complexe et continue ψ sur X est dite definie-negative si l'on a:

(a) ψ(~x) = ψ(S) pour tout x de X et ψ(O) ^ 0.
(b) v m e Z+, v£0> , ίm e X, v c 0 , , cm: nombres complexes tels que Σ£L0

 c ί — 0>

m m Λ

Σ Σ Ψ(*< - »y)c<cy^ 0 .
i 0 j 0

On obtient facilement qu'a un semi-groupe vaguement continu (<xt)feo avec a0 = e et

dαj ^ 1, on peut associer une fonction definie-negative ψ sur X, et une seule telle que,

quel que soit 12> 0, drt = exp(- ί f ) .
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noyaux peuvent etre consideres comme noyaux de convolution de Hunt

sur Rn.

3. Remarque sur les noyaux de Hunt

Soient X un espace localement compact et denombrable a Γinfini, et

ξ une mesure de Radon positive dans X. On note E et Eo respective-

ment la σ-algebre constituee par tous les ensembles f-mesurables dans X

et sa sous-famille des ensembles relativement compacts. Dans Γarticle

[5], on a introduit la notion de noyau N relatif a X et a ξ et discute

les potentiels par rapport au noyau N et la composition de deux noyaux.

Voir [5] pour les definitions enoncees ci-dessous. On note, pour deux

noyaux Nlf N2 relatifs a X et a ξ, Nflz le noyau compose de N1 et N2.

Le noyau d'unite relatif a X et a ξ s'ecrit £7.

On dit qu'une famille (Nt)t^0 de noyaux relatifs a X et a ξ s'appelle

un semi-groupe continu si Γon a:

(1) NtNs = Nt+S

 v£ ^ 0, v s ^ 0.

(2) 2V0 = ϋ.

(3) L'application t-» Nt est fortement continue c'est-a-dire, quelle

que soit / de Bκ(X\ξ), Γapplication t-*Ntf est continue pour la topo-

logie forte de Ll00(X;ξ).

On note ici BK(X ξ) et B£(X ξ) Γensemble des fonctions f-mesurables

et bornees dans X a support compact et son cone convexe des fonctions

non-negatives, respectivement.

Un noyau de Hunt V relatif a X et a ξ est, par definition, un noyau
Λoo

relatif a X et a ξ de la forme V = Ntdt, oύ (Nt)t^0 est le semi-groupe
Jo

continu de noyaux relatifs a X et a ξ. De la meme maniere que dans le

cas oύ N est un noyau de Hunt continu (cf. [1]), (Nt)t^0 est uniquement

determine pour N. On dit aussi que (Nt)t^Q est le semi-groupe associe au
noyau N. Posons, pour p ^ 0, Vp = \ exp( — tp)Ntdt; alors

Jo
(P - QWPVq + Vp - Vq = 0 ( v p ^ 0, v<z > 0)

et Vp converge fortement vers V avec p —> 0. Done si un noyau de Hunt

V relatif a X et a ζ verifie la condition (*) quel que soit e de E avec

ξ{e) > 0, V(e,X) > 0 et V(X, e) > 0, alors V satisfait au principe de domi-

nation (cf. [5]). Au lieu du lemme 4, on a le lemme suivant:

LEMME 6. Soit (Vn)n=i une suite de noyaux relatifs a X et a ξ satis-
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faisant au principe de domination. Si elle converge fortement vers un
noyau V relatif a X et a ξ avec n—> +00 et si V verifie la condition (*),
alors V satίsfait au principe de domination.

D'apres la condition (*) pour V, il suffit de voir que, queues que
soient /, g de Bi(X;ξ),

Vf < Vg f-p.p. sur {x e X f(x) > 0} ^ Vf ^ Vg f-p.p. sur X

(cf. [5]). La notation f-p.p. signifie "presque partout pour f". Cette
implication deduit de la meme maniere usuelle (cf. [5]).

Par consequent, on obtient le theoreme suivant:

THEOREME 2. Soient V = Ntdt un noyau de Hunt relatif a X et a
Jo

ξ, et λ un noyau de convolution de Hunt appartenant a M£(R+). Alors

Vw = μV^OO satis fait au principe de domination des que cela est un

noyau relatif a X et a ξ.

LEMME 7. Soient (Nt)t^0 un semi-groupe continu de noyaux relatifs

a X et ξ, et λ un noyau de convolution de Hunt appartenant a M£(R+).

Alors V{λ) = \Ntdλ(t) verifie la condition (*) des que Vw a un sens.

En effet, supposons qu'il existe un ensemble e de E avec ξ(e) > 0 tel
que VW(X, e) = 0. Dans ce cas, on peut supposer e e Eo. On a, quel
que soit K un compact de X, Nt(K, e) = 0 pour tout t de supp U), car
Γapplication t —> Nt(K, e) est continue. D'apres supp (X) a 0, U(K, e) — 0,
d'oύ U(X, e) = 0, d'oύ contradiction. De la meme maniere on a, quel
que soit e de E avec ξ(e) > 0, N(e, X) > 0.

Demonstration du theoreme 2. D'apres le lemme 6, on peut supposer

\dλ < +00 (cf. la demonstration du theoreme 1) et encore que λ est

une fonction continue et bornee dans (0, +00), car si Γon peut ecrire

^ — Σϊ=oUo)w> °u Λ est une mesure positive de M£(R+) avec \dλ0 < 1,

alors, quelle que soit φ de C£(R) portee par R+ et avec U)(ί)dί ^ 1,

Σn=att*φ)n est continue et bornee dans (0, +00).

Posons aussi Vp = exp (~tp)Ntdt pour tout p > 0; alors cela est
Jo

un noyau relatif a X et a ξ, et on a
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oύ (pNp)° — U. Posons ensuite

n!

alors Np>t est un noyau relatif a X et a ζ et (NPtt)t^Q est un semi-groupe
continu de noyaux relatifs a X et a ξ. On a

V + λjj - ("V, tdt .
V Jo

D'apres la remarque ci-dessus pour λ, (V + (l/p)U)(λ) est un noyau relatif
a X et a ξ. D'apres le theoreme 1 et en utilisant la meme maniere
que dans le lemme 3, (V + (l/p)U)w est elementaire, d?oύ il satisfait au
principe de domination. II est facile de voir que, quel que soit t ^ 0,
NPtt converge fortement vers Nt avec p—>+oo, et done, d'apres le
theoreme de Lebesgue, (V + (l/p)U)w converge fortement vers N(λ) avec
p-^ +oo. En vertu des lemmes 6 et 7, Vw satisfait au principe de
domination. La demonstration est ainsi complete.

4. Appendice

Dans la presente discution, le principe de domination pour les noyax
de convolution appartenant a M£(R+) est essentiel. On se propose de
fournir une condition explicite.

PROPOSITION. Soit K un noyau de convolution sur R appartenant a
M£(R+) et de la forme die = k(t)dt, oύ k est une fonctίon > 0, finie et con-
tinue sur R+ et k = 0 dans R — R+. Si, quel que soit a ^ 0, k(t)/k(t + a)
est decroissante (au sens large) sur R+, alors K satisfait au principe de
domination.

Demonstration. II suffit de voir que, quels que soient r0, rf avec
0 < r0 < r', il existe une mesure de Radon positive e^ dans R portee
par [r^rf\ telle que K ̂  κ*ε'r0ir, dans R et K = tc*ε'rQir, au sens des mesures
dans (r0, r

f). Soit n un entier > 0. D'apres notre hypothese,
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dans [r0, +00). Posons α0 = k(rQ)/k(0). S'il existe un point de (r0, r') oύ

la fonction (1 — l/ri)k(t) — aok(t — r0) prend la valeur positive, on pose

rγ = inf Jί e (r0, r') ίl - -i) fc(ί) > α ^ t - r0)

et ax — l/nikir^/kiO)). S'il existe encore un point de (rl9r
f) oύ la fonc-

tion (1 — l/n)k(t) — aQk(t — r0) — axk(t — rx) prend la valeur positive, on

determine r2 et a2 de la meme maniere. Par recurrence, il est facile de

voir qu'il existe un entier mn > 0, une famille (rm)J£0 de nombres avec

τo< rλ < < rmn ^ τr et une famille (αm)J£i0 de nombres > 0 telles que

Σ amk(t - rj ^ k(t) dans R et 1 - — ft(ί) S Σ *m^(ί - O
m = 0 \ 72/ m = 0

^ k{t) sur K , / ] .

En posant μn — ΣZU ^m^rmy la suite (μn)n=i est vaguement bornee. Un point

vaguement adherent ε 0̂?r, de (μn)n=i est une mesure que nous avons desire.

La demonstration est complete.

COROLLAIRE. Soίt λ une mesure positive dans R+. Si un noyau de

convolution K sur R est de la forme

j ί exp (—ts)dλ(s) J dt sur
dλ

[ 0 dans R - R+ ,

αZors /c satisfait au principe de domination.

Cela resulte immediatement de la presente proposition et du calcul

elementaire.
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