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SUR UNE FAMILLE SOUS-ORDONNEE AU NOYAU
DE CONVOLUTION DE HUNT DONNE

dedie a M. le professeur Yukinari Toki

a Poccasion de sa 60eme annee
MASAYUKI ITO

1. Introduction

Soient X un groupe abélien localement compact et dénombrable a
Pinfini, et ¢ sa mesure de Haar. Dans la théorie du potentiel, un noyau
de convolution N sur X signifie une mesure de Radon positive dans X.
Pour une mesure de Radon réelle p dans X, Nxp s’appelle le N-potentiel
de g dés que cette convolution a un sens.

On dit qu’un noyau de convolution N sur X satisfait au principe de
domination si, quelles que soient ¢, ¥ de C%i(X), Nxp < Nx+ sur X dés
que la méme inégalité a lieu sur le support de ¢, supp (¢). On note ici
Cx(X) et Ci(X) T’espace vectoriel topologique usuel des fonctions finies
et continues dans X 2 support compact et son cone convexe des fonec-
tions non-négatives, respectivement.

On connait que, sous une condition additionelle, N satisfait au prin-
cipe de domination si et seulement si N est un noyau de convolution de
Hunt. Un noyau de convolution de Hunt N sur X est, par définition,
de la forme N = r"“dt’ ol (a;);s, est un semi-groupe vaguement continu
de mesures de Radori positives dans X ; c¢’est-a-dire, o, = la mesure deDirac
& apxay = oy, pour tous £ = 0, s = 0 et ’application R* = [0, +0) 2t — «a;
est vaguement continue. Dans ce cas, (a;);», est uniquement déterminé,
qui s’appelle le semi-groupe associé au noyau N.

On dit qu’une mesure de Radon réelle 1 dans X est bornée si, quelle
que soit ¢ de Cx(X), px¢ est bornée sur X. On note M;(R*) la totalité
des mesures positives bornées dans la droite réelle R et portées par R*.
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Pour un noyau de convolution de Hunt N = J.woctdt sur X et pour une
0

mesure positive 1 de M;(R*), le noyau de convolution

N, = J.oztdZ(t)
sur X a un sens. On note
D(N; X) ={NyeD(X);2e My(R")},

ol D(X) est la totalité des noyaux de convolution sur X satisfaisant au
principe de domination, et D(N; X) s’appellera la famille sous-ordonnée

BN

au noyau N. Cette note sera consacrée & sa caractérisation.

THEOREME. Soit 1 une mesure positive de M;(R*); alors pour que,
quels que soient X un groupe abélien localement compact et dénombrable
a4 linfini et N un noyau de convolution de Hunt sur X, N appartienne
a D(N; X), il faut et il suffit que le noyau de convolution A sut R satis-
fasse au principe de domination. Dans ce cas, 2 est un noyau de con-
volution de Hunt sur R ou 0.

Dans les articles [2] et [3], on discute que, pour un noyau de con-
volution de Hunt sur X, la somme linéaire de puissances fractionnaires
de N satisfait aussi au principe de domination des que cela a un sens.
Mais nous connaissons maintenant que cela est un résultat immédiat de
P’énoncé suivant (cf. {4]):

Soit (N,),s, la résolvante associée au noyau N ; alors, quelle que soit

2 (#0) une mesure positive sur R* de masse totale finie, J.diz(p) est

.aussi un noyau de convolution de Hunt sur X.
Si N = r“‘dt’ alors
0

j N,da@p) = U:exp (— tp)er,dtdAw) = j:atdtj exp (— tp)di(p) .

En utilisant notre théoréme, le présent énoncé déduit immédiatement du
principe de domination pour le noyau-fonction

jexp (—tp)di(p) t=0

0 t<0

sur R. Cela résulte de la théorie générale, et on peut I’obtenir aussi par
le calcul élémentaire (cf. [7D.

Kz(t) = {
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Notre méthode est encore valable pour les noyaux de Hunt (non-
convolution) sur un espace localement compact et dénombrable a I’infini.

2. La démonstration du théoréme

Commencons d’abord avec quelques lemmes suivants.

LEMME 1. Soient N = ratdt un noyaou de convolution de Hunt sur
0
X et 2 une mesure positive de M;(R"); alors le noyau de convolution

N, =I adt sur X o un sens.
0

En effet, quelle que soit f de C%(R) portée par R*, fx2 est bornée
sur R et supp (f+*2) € R*. Donec, quelle que soit ¢ de Cx(X),

Foo > [aroro@(F DBt = ffa,+8*¢*¢(x) FOALAAS)
- ( f PR f(t)dt) " (foz god2(8)> @)

pour tout x de X, d’out N, a un sens.

LEMME 2. Soit 2 une mesure positive (#£0) de M;(R*) de masse
totale finie; supposons que, quels que soient X un groupe abélien localement
compact et dénombrable & Uinfini et N un noyaou de convolution borné
de Hunt sur X, N est aussi un noyou de convolution de Hunt sur X.
St N est de la forme

N=§::o(o>n,

ot ¢ est une mesure de Radon positive dans X de masse totale <1, alors
on a

N (&)

¢ i (i an(o)")m ,

m=0 \ n=0
ouceta,(n=0,1,2,--.) sont constantes non-négatives avec > 5_,a, < 1.

On note (0)° = ¢, la mesure de Dirac a lorigine, et (¢)* = (¢0)" 'x0a
(n =1). Un noyau de convolution N sur X est élémentaire s’il est de
la forme N =c¢3> 7.,(@" ol c et ¢ sont respectivement une constante
positive et une mesure de Radon positive dans X. Cela est toujours un
noyau de convolution de Hunt (cf. [1]).
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Montrons le présent lemme. Soit Z le groupe des entiers; posons
N = S o (&)™ = 2w sen, OU e, est la masse d’unité au point n. Alors
N est un noyau de convolution de Hunt sur Z. D’aprés notre hypothese,
N, est aussi un noyau de convolution de Hunt sur Z. Evidemment
N »{0}) > 0, et done N « est élémentaire. On a, d’autre part, supp Y @)
cZt*=1{0,1,2, .-}, car, quel que soit t = 0, Z* = supp (N) o supp (&), ol
(@)= est le semi-groupe associé au noyau N. N étant borné, N w est
aussi borné. Donc il existe constantes non-négativescet a, (n=0,1,2, ...)
avec Y v 0, < 1 telles que

oo o

1\7(2) = cg]o <HZO anen>m = cé}o < > an(el)">m .

n=0

L’inégalité > 7 ,a, < 1 résulte du fait que N w est borné (cf. [6]). Soit
N = 37, (@)" le noyau de convolution élémentaire dans notre lemme. On
peut écrire

N(A) = ;}bn(ﬂ)n ’
ou b, est constant (n = 0,1,2,...), car

, = exp (—te — o)) = ioﬂ)%—_")« .

On a aussi
N(x) = Z bn(ﬁ)” = Z bnen .
n=0 n=0
En comparant coéfficients, on a

N(z) =¢cC > ( moa’n(a')">m .

m=0 \ n=

LEMME 3. Soit 2 la méme que ci-dessus et supposons les mémes con-
ditions que ci-dessus. Alors, quels que sotent X un groupe abélien locale-
ment compact et dénombrable d Uinfini et N un noyau de convolution
(non-borné) de Hunt sur X, N, satisfait ausst au principe de domination.

En effet, posons N :ra‘dt et, quel que soit p >0, N, =rexp(— tp)a,dt ;
0 0

on a alors
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1 1
N+ —e= =3 (pN,)".
p D n=0

PN + ¢ étant aussi un noyau de convolution de Hunt sur X, on désigne
par (ap,.):s, le semi-groupe associé au noyau pN + e On a aussi

o __tn — N n
ap,t:nZ:O( )(En'p ;o) ,

et donc
(pN + 5)(3) = ébn(pr)n ’

olt b, est la constante dans le lemme 2 (n =0,1,2,-.-). On remarque
ici que lorsque I’on écrit

tp, = n;{jof,,@)(pr)" ,

f2(®) = 0 sur R* pour tout entier n = 0 (cf. le noyau de convolution de
Hunt N sur Z). Soientceta, (n=0,1,2,...) aussi les constantes dans le
lemme 1. En comparant coéfficients, on obtient que > i, (3 7_ a,(DN,)™*
a un sens et
W o k

BN + o Z ¢ 35 X a.oN,)
d’out Do Corosay(PN,)M™ a un sens. En comparant encore coéfficients,
on a

®N + oo =3 (3 ®N,r)"

d’olt (N + (1/p)e),, est un noyau de convolution élémentaire sur X. Il est
évident que (N + (1/p)e),, converge vaguement vers N, avec p — -oco.
Done, pour le principe de domination pour N, il suffit de voir le lemme
suivant:

LEMME 4. Soit (N,);., une suite de noyoux de convolution sur X
satisfaisant au principe de domination. St elle converge vaguement vers
un noyou de convolution N sur X avec n — 4oco, alors N satisfait aussi
au principe de domination.

Cela est presque connu, et nous faisons seulement quelques remarques.
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Pour le principe de domination pour N, il suffit de voir que, quelles que
soient ¢, ¥ de CH(X),

Nxgp < Nx+ sur supp (p) > N+ < Nx+y sur X

(cf. [6]). D’autre part, la suite (N, *¢);_, converge uniformément vers
Nx¢ sur tout compact dans X avee m — +oo.

LEMME 5. Soit 2 (5=0) un noyau de convolution sur R qui appartient
a M;(R*). Sl satisfait au principe de domination, alors A est un noyau
de convolution de Hunt sur R.

On a, quelle que soit ¢ de Cx(R),
lim Axp(—2)=0.

r—00

x €supp ()

D’aprés le théoréme obtenu dans [6], 2 est un noyau de convolution de
Hunt.
Répétons encore notre théoréme principal.

THEOREME 1. Soit 1 une mesure positive de M;(R*); alors pour que,
quels que soient X un groupe abélien localement compact et dénombrable
& linfini et N un noyau de convolution de Hunt sur X, N, appartienne d
D(N ; X), il faut et il suffit que le noyau de convolution 1 sur R satisfasse
au principe de domination.

Démonstration. Montrons d’abord que la condition est suffisante.
Supposons que Ae M;(R*) satisfait au principe de domination. Alors,
d’apreés le lemme 5, 2 est un noyau de convolution de Hunt sur R ou 0.

Evidemment on peut supposer 1+ 0. Soit N = raetdt un noyau de con-
[}

volution sur X. Pour le principe de domination pour N, = Imatdl(t),
0

d’apreés le lemme 3, on peut supposer que N est borné. En considérant
la résolvante associée a N et la résolvante associée & 2, on peut supposer

ensuite que de < o0, Idz < 4co et 1 est de la forme 2= ) 5. ()%
oll 4, est une mesure positive de M;(R*) de masse totale <1 (cf. ‘le
lemme 4). Dans ce cas, on a fda: <1 pour tout £ > 0. Il existe une
fonction définie-négative +» sur le groupe dual X de X avec w(@) >0, et

une seule telle que, quel que soit £ = 0,

@, = exp (—tw) ’
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ol la signe ~ représente la transformation de Fourier.” Pour que N
soit un noyau de convolution de Hunt sur X, il suffit de voir que 1/N,

est définie-négative. On remarque ici Ide < fdz < 4co. Ona

T _ 1 1

N Jo‘(t di(t) Iexp (—ty)da(t)
1

5 (Jexp (— t«[f)dlo(t)) "

n=0

_ (1 _ jdgo> n f A — &)da®

et par suite 1/ N'w est définie-négative. On obtient ainsi que la condition
est suffisante.

Réciproquement, on considere le noyau-fonction d’Heaviside H sur R;
c’est-a-dire, H(t) = 1 pour t = 0 et H(f) = 0 pour tout ¢ < 0. Soit («);s,
le semi-groupe associé & H; alors a, = ¢, ol ¢ est la mesure de Dirac

N

a t. Done, quel que soit 2 de M;(RY),
foz,dz(t) =1.

On obtient ainsi que la condition est nécessaire. La démonstration est
compléte.

Remarque. Soient X 1’espace euclidien R* & n (=1) dimensions et
A une mesure positive de M;(R*). Pour que, quel que soit N un noyau
de convolution de Hunt sur R", N, appartienne & D(N; R"), il faut et
il suffit que 2 soit un noyau de convolution de Hunt sur R ou 0.

En effet, dans la présente démonstration, nous utilisons seulement
N = > r_oe, sur Z et le noyau-fonction d’Heaviside sur R. Ces deux

b Une fonction complexe et continue 4 sur X est dite définie-négative si 'on a:
(a) ¥(—2%)=¥(&) pour tout # de X et ¥(0)=0.
() YmeZ+, Y&, -+, &me X, Yeo, - -+, m: nombres complexes tels que Y7 ¢; =0,
m m A A -
2 (@ — %)eic; = 0.
=0 7=0
On obtient facilement qu’a un semi-groupe vaguement continu (@;)z0 avec ay=c¢ et
fda, <1, on peut associer une fonction définie-négative y sur 5(, et une seule telle que,

quel que soit t =0, &, = exp(—ty).
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noyaux peuvent étre considérés comme noyaux de convolution de Hunt
sur R*.

3. Remarque sur les noyaux de Hunt

Soient X un espace localement compact et dénombrable & ’infini, et
& une mesure de Radon positive dans X. On note E et E, respective-
ment la g-algébre constituée par tous les ensembles &-mesurables dans X
et sa sous-famille des ensembles relativement compacts. Dans Particle
[5], on a introduit la notion de mnoyau N relatif & X et & & et discuté
les potentiels par rapport au noyau N et la composition de deux noyaux.
Voir [5] pour les définitions énoncées ci-dessous. On note, pour deux
noyaux N,, N, relatifs a X et a & N,N, le noyau composé de N, et N,.
Le noyau d’unité relatif & X et a & g’écrit U.

On dit qu’une famille (N,);», de noyaux relatifs a X et & & g’appelle
un semi-groupe continu si ’on a:

1 N,N,=N,, Yt=0, Ys=o.

@2 N,="U.

(8) L’application ¢t — N, est fortement continue; c’est-a-dire, quelle
que soit f de Bx(X; &), 'application ¢ — N,f est continue pour la topo-
logie forte de L, (X; &).

On note ici Bx(X; &) et Bi(X ; &) ’ensemble des fonctions &-mesurables
et bornées dans X & support compact et son cone convexe des fonctions
non-négatives, respectivement.

Un noyau de Hunt V relatif a X et a & est, par définition, un noyau
relatif & X et & £ de la forme V = f:Ntdt, olt (NV,);s, est le semi-groupe

continu de noyaux relatifs & X et & £&. De la méme maniére que dans le
cas ol N est un noyau de Hunt continu (cf. [1]), (NV,);s, est uniquement
déterminé pour N. On dit aussi que (N,);s, est le semi-groupe associé au

noyau N. Posons, pour p =0, V, = rexp (—tp)N,dt; alors
0
(p - q)Vqu + Vp - Vq =0 (Vp 2 0’ Vq > O)

et V, converge fortement vers V avec p — 0. Donc si un noyau de Hunt
V relatif & X et a & vérifie la condition (x); quel que soit ¢ de E avee
&) >0, V(e,X) > 0et V(X,e) > 0, alors V satisfait au principe de domi-
nation (cf. [5]). Au lieu du lemme 4, on a le lemme suivant:

LEMME 6. Soit (V,)z_, une suite de noyaux relotifs & X et @ & satis-
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faisant au principe de domination. St elle converge fortement vers un
noyau V relatif @ X et & & avec n— +oo et si V vérifie la condition (%),
alors V satisfait au principe de domination.

D’aprés la condition () pour V, il suffit de voir que, quelles que
soient f, g de Bx(X; &),

Vi<Vg é&p.p. sur {xeX; f(x) >0}=> VS < Vg &p.p. sur X

(cf. [5]). La notation &-p.p. signifie “presque partout pour £”. Cette
implication déduit de la méme maniere usuelle (cf. [5]).
Par conséquent, on obtient le théoréme suivant:

THEOREME 2. Soient V = J‘wN At un noyau de Hunt relotif & X et @

0
&, et 2 un noyau de convolution de Hunt appartenant & M;(R*). Alors
Vi = thdZ(t) satisfait au principe de domination deés que cela est un

noyau relatif @ X et @ &.

LEMME 7. Soient (N,);z, un semi-groupe continu de noyoux relatifs
a X et & et 2 un noyou de convolution de Hunt appartenant & M;(R*).

Alors V, = IN,dZ(t) vérifie la condition (x) dés que V @ un sens.

En effet, supposons qu’il existe un ensemble e de E avee £(e) > 0 tel
que V,(X,e) =0. Dans ce cas, on peut supposer ecE. On a, quel
que soit K un compact de X, N, (K,e) = 0 pour tout £ de supp (1), car
I’application t — N,(K,e) est continue. D’aprés supp (1) 20, UK,e) = 0,
d’ou UX,e) =0, d’ou contradiction. De la méme maniére on a, quel
que soit e de E avec &(e) > 0, N(¢,X) > 0.

Démonstration du théoréme 2. D’apres le lemme 6, on peut supposer
fdz < 400 (cf. la démonstration du théoreme 1) et encore que 2 est
une fonction continue et bornée dans (0, +oo), car si 'on peut écrire
A= 32 ()" ou 1, est une mesure positive de M;(R*) avec jdzo< 1,

alors, quelle que soit ¢ de Cx(R) portée par R* et avec .[go(t)dt <1,
> o (Ax@)" est continue et bornée dans (0, 4 o).
Posons aussi V, = rexp (—tp)N,dt pour tout p > 0; alors cela est
0

un noyau relatif &4 X et & &, et on a
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1 .
V+ UZ'_Z pr) ’

D D n=0

ol (pN,)* = U. Posons ensuite

=3 (MU =DVo) (¥t > 0) et Npo=Us
n!
alors N, , est un noyau relatif & X et & & et (IV,,).», est un semi-groupe
continu de noyaux relatifs &8 X et &4 & On a

v+lu= er,tdt .
p 0

D’apres la remarque ci-dessus pour 4, (V + (1/p)U), est un noyau relatif
a X et a & D’aprés le théoréme 1 et en utilisant la méme maniére
que dans le lemme 3, (V + (1/p)U),, est élémentaire, d’ou il satisfait au
principe de domination. Il est facile de voir que, quel que soit £t = 0,
N, ; converge fortement vers N, aveec p — -+oo, et donc, d’aprés le
théoreme de Lebesgue, (V + (1/p)U),, converge fortement vers N avec
P — 4+co. En vertu des lemmes 6 et 7, V, satisfait au principe de
domination. La démonstration est ainsi compléte.

4. Appendice

Dans la présente discution, le principe de domination pour les noyax
de convolution appartenant a M;(R*) est essentiel. On se propose de
fournir une condition explicite.

PROPOSITION. Soit £ un noyau de convolution sur R appartenont d
M;(R*) et de la forme dre = k(t)dt, ow k est une fonction > 0, finie et con-
tinue sur R* et k = 0 dans R — R*. 8Si, quel que soit a = 0, k(t)/k({t + a)
est décroissante (au sens large) sur R*, alors r satisfait au principe de
domination.

Démonstration. Il suffit de voir que, quels que soient 7, 7’ avec
0 <7, <7, il existe une mesure de Radon positive ¢ , dans R portée
par [r,7'] telle que = k+¢,, ,» dans R et & = kx*e,,,. au sens des mesures
dans (79, 7). Soit #n un entier > 0. D’aprés notre hypothése,

k(t) > k(To)

=70 kit — 7
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dans [r), +o0). Posons a, = k(ry)/k(0). S’il existe un point de (7, 7') oll
la fonction (1 — 1/n)k(t) — a,k(t — r,) prend la valeur positive, on pose

r, = inf {t e (ry,1); (1 — %) E@) > ak(t — ro)}

et a, = 1/n (k(r)/k(0)). S’il existe encore un point de (r,,7) ou la fonc-
tion 1 — 1/n)k(t) — akt — ) — ak(t — ) prend la valeur positive, on
détermine 7, et a, de la méme maniére. Par récurrence, il est facile de
voir qu’il existe un entier m, > 0, une famille (r,)"*, de nombres avec
o <1y < +o- <7 <77 et une famille (@)™, de nombres > 0 telles que

3% Gkt — ) < K(t) dans R et (1 _ %) k(E) < 3 ank(t — 1)
< k() sur [r,+].

En posant p, = > "2 e, la suite (u,);.; est vaguement bornée. Un point
vaguement adhérent ¢ ,. de (z,)5., est une mesure que nous avons désiré.
La démonstration est complete.

COROLLAIRE. Soit 2 une mesure positive dans R*. Si un noyau de
convolution x sur R est de la forme

(I exp (—ts)dz(s)) dt sur R*
0 dans R — R*,

i =

alors & satisfait au principe de domination.

Cela résulte immédiatement de la présente proposition et du calcul
élémentaire.
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