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Résumé Etant donnée une suite A = (an)n>0 d’entiers naturels tous au moins égaux a 2, on pose
qo =1 et, pour tout entier naturel n, gn4+1 = angn. Tout nombre entier naturel n > 1 admet une unique
représentation dans la base A, dite de Cantor, de la forme

m= Zej(m)q]- avec 0<ej(m)<aj= G+
720 9
Dans cet article, nous évaluons la somme
S=73_ A(n)f(n)

n<w

ou A est la fonction de von Mangoldt et f une fonction fortement multiplicative en base A. L’estimation
des sommes de type I et I associées repose sur le bon controle de transformées de Fourier discrétes de
fonctions construites a partir de f par décalage dans la numération en base A. Cette approche pouvant
échouer si la suite (an)p>0 est trop irréguliére, nous introduisons la notion de base de Cantor tempérée
et obtenons dans ce cadre une majoration générale de la somme S.
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2 G. Barat et al

Nous étudions plusieurs exemples dans la base A = (j 4 2),>0, dite factorielle. En particulier, si s4
désigne la fonction somme de chiffres dans cette base et p parcourt la suite des nombres premiers, nous
montrons que la suite (s4(p))pep est bien répartie dans les progressions arithmétiques, et que la suite
(asa(p))pep est équirépartie modulo 1 pour tout nombre irrationnel a.

Abstract Let A = (an)n>0 be a sequence of integers greater than or equal to 2, let go =1 and for all
n >0, gn+1 = angn. Every positive integer n has a unique expansion in the base A, called Cantor base,
given by

m= Zej(m)qj with 0<ej(m)<a; = L+l
3>0 95

In this paper we evaluate the sum

S=3"Am)f(n),

n<x

where A stands for the von Mangoldt function and f for a strongly multiplicative function in base A.
Estimating associated sums of type I and II requires good control on discrete Fourier transforms built
from f by shifting the representation in base A. This approach may fail if the sequence (an) is too
irregular. Therefore we introduce the notion of tempered Cantor base and obtain in this setting a general
bound on S.

We study several examples in the base A = (j+2);>0, also called factorial number system. In particular,
if s denotes the sum of digits function in this base and p runs along the prime numbers, we prove that
the sequence (sa(p))pep is uniformly distributed in residue classes, and, for any irrational number «,
that the sequence (as(p))pep is uniformly distributed modulo 1.
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Notations

Dans cet article, N={0,1,2,...} désigne 'ensemble des entiers naturels. La lettre p désigne
systématiquement un nombre premier et P désigne I’ensemble des nombres premiers.
Pour z € R, 7(x) désigne le nombre de nombres premiers n’excédant pas z. Enfin, nous
désignons par A la fonction de von Mangoldt définie pour tout n € N par

A(n) = logp sin=p’avec p premier et £ > 1,
~ 1 0 sinon,

par 7 la fonction qui compte le nombre de diviseurs, et par w et ) les fonctions qui
comptent le nombre de facteurs premiers, respectivement, sans et avec multiplicité.

Nous désignons par |z |, [x] et {2z} respectivement la partie entiére inférieure, supérieure
et la partie fractionnaire de . On note également ||| = min({z},1—{z}); autrement dit,
|lz|| est la distance de z au nombre entier le plus proche. Nous employons la notation
e(x) = e*™ pour x € R. Nous désignons par R(z) la partie réelle de z € C. Si f est une
fonction & valeurs complexes et g une fonction a valeurs réelles strictement positives, la
notation f < g signifie que le rapport |f|/g est borné. Si f et g sont deux fonctions a
valeurs réelles strictement positives, la notation f =< g signifie que f < g et g < f. La
notation U désigne le cercle unité du plan complexe.

Afin de détecter les congruences, nous utiliserons la relation d’orthogonalité classique:
pour m € N* et (a,b) € Z2, on a

m—1 . .
1 jla—0) 1 sia=bmodm,
— e (P =0 (1)
m i3 m 0 sinon.

1. Introduction

1.1. Numération en base de Cantor

Soit A = (an)n>0 une suite d’entiers naturels tous au moins égaux a 2. On définit une
échelle de numération (gn)n>0 par go = 1 et, pour tout entier naturel n, ¢,+1 = anqpn, soit
donc g, =an,_1---a1ag. La suite A est la base associée & cette échelle. Avec la convention
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classique qu’un produit vide prend la valeur 1, cette formule vaut également pour n = 0.
Alors, tout entier naturel m se représente selon cette échelle de maniére unique par

_ 4+1
m=Yej(ma; avee 0<e;(m)<a; =L 2)
>0 j
Exemple 1. Si ¢ > 2 est un nombre entier, le choix a, = ¢ pour tout n > 0 correspond

a la base ¢ usuelle que I'on qualifiera également de base constante.

Exemple 2. Lorsque a, =n+2 pour tout n >0, on a g, = (n+1)! : c’est la base
factorielle.

Ces systémes de numération sont étudiés par exemple dans [12] and [20, §4.1].

1.2. Fonctions A-additives

D’apres [6], la fonction somme des chiffres a été étudiée dés 1884 par T.C Simmons.
Les notions plus générales de fonctions (fortement) additives et multiplicatives en base
constante ¢ — on parle alors de fonctions g¢-additives et g-multiplicatives — ont été
introduites indépendamment par Bellman et Shapiro [2] et Gelfond [13].

Définition 1. Une fonction f: N — C est dite A-additive (resp. A-multiplicative) s’il
existe une famille de fonctions (7;) ;>0 telle que, pour tout j, y; est définie de {0,...,a; —1}
dans C, v;(0) =0 (resp. v;(0) =1), et telle que, pour tout n >0,

)= (e (resp. fm) = [T ri(e;m)).
720 j§=0

Une fonction f: N — C est dite fortement A-additive (resp. fortement A-multiplicative)
8’1l existe une fonction v : N — C telle que (0) =0 (resp. v(0) = 1) et, pour tout n > 0,

= ei(n) (YGSP MO IRICIC )
= j>0

Notons qu’il est nécessaire, dans le cas d’une fonction f fortement A-additive, de
distinguer la fonction v de la fonction f dans la définition 1 (voir par exemple Hofer
et al. [15, remark 1]).

Par ailleurs, il est important de remarquer que si f est A-additive, alors

f(kq#er) = f(kqiz) + f(m)

pour tout (u,k) € N? et tout m < g,,. Si la fonction f est fortement A-additive, on n’a pas
nécessairement

f(kgu+m) = f(k)+ f(m)

sous les mémes hypothéses, ce qui serait le cas en base constante ¢. En revanche, on a
bien

flugy+v) = f(u)+ f(v) (3)
pour tout A € N, (u,v) € N2 tels que 0 <u < ay et 0 <v < gy.
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Exemple 3. Pour le choix «,(k) =~(k) =k, on obtient la fonction somme des chiffres
s4 en base A, qui est fortement A-additive. Pour tout a« € R, n— e(asa(n)) est fortement
A-multiplicative.

Les notions de fonctions A-additives et A-multiplicatives s’étendent aux systémes de
numération plus généraux ou la suite (¢n)n>0 est remplacée par une suite d’entiers
strictement croissante (G, )n>o satisfaisant Gy =1, la condition 2 étant alors automa-
tiquement satisfaite. On parle alors de fonctions G-additives, resp. G-multiplicatives (voir
par exemple [22, §7.3] ou [7, §8.4.2]).

Les propriétés asymptotiques de la fonction somme des chiffres et, plus généralement,
des fonctions g¢-additives ont été largement étudiées. On pourra notamment consulter
Particle de survol [7]. Plusieurs de ces propriétés ont été étendues aux fonctions A-
additives (ou fortement A-additives), voire aux fonctions G-additives. Ont été notamment
abordées (nous ne citons ici que des travaux dont les résultats incluent, voire traitent
directement le cas des fonctions A-additives) :

— la détermination d’une formule exacte pour la valeur moyenne des N premiéres
valeurs d’une fonction A-additive f ([19]) dans Pesprit du résultat de Delange [5]
pour la somme des chiffres en base ¢;

— lexistence d’une loi de répartition limite pour f ou une version normalisée de f;
cela comprend des analogues des théorémes d’Erdés-Wintuner et d’Erdgs-Kac ([3,
23, 1, 10]);

— la répartitition de f dans les progressions arithmétiques ([16]);

— la répartition modulo 1 de f et d’éventuelles estimations de discrépance ([17, 15]).

Comme en témoignent ces différents travaux, le comportement des fonctions A-additives
est généralement semblable & celui des fonctions g-additives lorsque la suite A est bornée.
Dans le cas contraire, une condition sur la suite A, typiquement une croissance modérée,
est habituellement requise pour faire aboutir les méthodes connues. Ce sera également le
cas dans cet article.

Décrivons un peu plus précisément les travaux de Hoit sur les fonctions A-additives,
dont D’esprit est proche de ce que nous proposons dans le présent article, I’'un de nos
objectifs étant d’établir des résultats semblables pour les fonctions fortement A-additives
le long de la suite des nombres premiers (sous réserve, rappelons-le, que la suite A soit
suffisamment réguliére).

On dit qu’une fonction A-additive f admet une répartition limite uniforme modulo
m =2 si

pour tout k € {0,...,m—1}, Nliinm%#{() <n<N: f(n)=kmodm}= % (4)
Hoit [16] donne des conditions nécessaires et suffisantes sur les fonctions ~; (cf.
définition 1) pour que ce soit le cas lorsque m est un nombre premier. Il découle du
théoréme principal de [16] que la fonction somme des chiffres s4 est bien répartie dans
les progressions arithmétiques modulo m dés que m est premier. Ce résultat subsiste en
fait pour tout nombre entier m > 2. A toutes fins utiles, nous en donnons une preuve
en section 12. Entre autres exemples, Hoit étudie également la somme des chiffres d’un
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nombre entier ou seuls certains chiffres, indexés par un sous-ensemble de N*, sont pris en
compte.

Dans un autre article ([17]), Hoit démontre que, dans toute base de Cantor A, la suite
(awsa(n))n>1 est équirépartie modulo 1 pour tout nombre irrationnel c. Lorsque la suite
A= (an)n>o satisfait a la condition }_, -, 1/a, = oo, Hoit fournit une condition suffisante
sur une fonction A-additive f pour que la suite (af(n))n>1 soit équirépartie modulo 1
pour tout nombre irrationnel a.

1.3. Probléme abordé

Notons s, la fonction somme de chiffres en base constante ¢. Mauduit et Rivat [27] sont
parvenus en 2010 & obtenir une borne non triviale de la somme d’exponentielles

> A(n)e(asy(n)) (a€Rz>1),

n<

résolvant ainsi une conjecture due a Gelfond [13]. Dans [28], ils étudient plus généralement
la somme

> Am)f(n) ()

n<x
lorsque f est & valeurs dans le cercle unité si

1. f veérifie de bonnes propriétés de propagation de retenues en base constante ¢ (cf. [28,
definition 1]). Cela inclut la classe des fonctions fortement multiplicatives en base g.

2. la transformée de Fourier discréte d’une fonction associée a f est relativement «
petite » (cf. [28, definition 2].

Cette méthode repose sur I’estimation des sommes de type I et II associées. Nous adoptons
la méme démarche en base de Cantor. Mais, dans cette situation, les calculs nécessitent
une majoration de transformées de Fourier discrétes de fonctions construites a partir de
f par décalage dans la numération en base A, et cette méthode peut s’avérer infructueuse
si la suite (an)n>0 est trop irréguliére. A cet égard, nous introduisons plus bas la notion
de base tempérée. De plus, nous nous limitons dans cet article aux fonctions f: N — U
fortement A-multiplicatives, cela afin de privilégier I’étude des problémes posés par la
base de Cantor pour ce type de questions. Dans ce cadre, nous obtenons une majoration
générale de la somme (5). En guise d’application, nous étudions en base factorielle la
répartition dans les progressions arithmétiques ou 1’équirépartition modulo 1 de certaines
fonctions fortement A-additives, notamment la fonction somme de chiffres s4. Nous
étudions également le cas ot la suite (a,)n>0 est bornée et présentons certains exemples
« dégénérés ».

Afin d’exposer ces résultats (cf. section 4), il nous faut au préalable introduire la notion
de base tempérée et la famille des transformées de Fourier discrétes qui interviennent
dans ce probléme (sections 2 et 3 respectivement).
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2. Numération de Cantor décalée

Il est habituel, dans les problémes liés & la numération, de se restreindre & des fenétres
digitales, plus précisément a des plages d’entiers dont seuls les chiffres correspondant
A certains intervalles varient, les autres étant fixés. En base constante, pour a < ¢" et
b €N, les entiers de la forme n = a -+ kq" +bg"T° avec k < ¢° sont ceux dont I’écriture
en base ¢ commence par a (en partant des chiffres les moins significatifs), puis admet s
chiffres quelconques et se poursuit par b. En base de Cantor, on dispose d’une écriture
arithmétique similaire, n = a + kq, + bg,+s avec a < q, et b € N grace a la structure
multiplicative (ce n’est plus le cas avec des échelles de numération du type de celle de
Zeckendorf étudiée par Drmota et al. [9]), mais, contrairement & ce qui se passe en base
constante, le développement de Cantor de k ne se fait pas dans la méme base que n, mais
dans une base décalée, que nous introduisons ci-dessous.

2.1. Systémes décalés

L’opérateur de décalage T agit sur les suites A = (an)n>0 par TA = (ant1)n>0- Si k> 1
est un nombre entier, T* désigne la k-iéme itérée de T et I'on convient que T9A = A. La
base de Cantor T*A est donc définie par

d=aj (5>0),

ce qui donne pour échelle de numération
k k .
@) =1, qg[']:“k"'akﬂ‘—l (j=1).

Ainsi, pour i, j et k entiers naturels,

qk qj[.k} =(qr+j et, plus généralement, ql[j] qj[.”k] = q][ik. (6)

On désigne par (5[-]C ]

57(n))j>0 les chiffres d'un entier n > 0 dans la base T* A, de sorte que

k k
n=> e (m)q}".
Jj=0
Observons également que pour j,k > 0,
k
een(@n) = (n).

Pour toute fonction A-multiplicative f et k > 0, nous introduisons la fonction T*A-

multiplicative
k k
f[ I = H%’MOEB- )
Jj=20
ainsi fons t ) k] 4 " K] L ériodi 0
que ses versions tronquées f,"\ = Hué j<XVi+k©€;  qui sont g,"-périodiques. On
pose également f)[\k] = (gk;. Nous avons une relation simple, mais importante, entre f et

ses décalées f¥l: pour tous nombres entiers k et v,

M @) = flaw).
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On a également, pour tous nombres entiers p,A,v tels que 0 < p < A,
Fun(guv) = f2,(v). (7)

2.2. Valuation relativement a 1’échelle de numération et ses décalées

Soit une échelle de numeération de Cantor (gy)n>0. Pour tout nombre réel z > 1 et tout
entier naturel &, on note v*!(z) le nombre de chiffres nécessaires a I'écriture des entiers
inférieurs ou égaux a z selon I’échelle décalée (qu])nw. Formellement, v*! (z) est 'unique
entier naturel non nul tel que

(k]

qv[’"’](z)—l "

k
Sz< Dyt (2

En particulier, pour k =0, v(x) = v[% () est défini par encadrement Qo(2)—1 < T < Go(a)-
Il est immédiat qu’a k fixé, la fonction = — vl¥l(z) est croissante. Par ailleurs, comme
gx > 2*, on a toujours

logx
<1 . 8
o(@) 1+ o 8)

Exemple 4.

(1) En base constante g, v(z) = v[¥l(z) = |logz/logq| + 1 ne dépend pas de k.
(2) Lorsque la suite (a,)n>0 est bornée, on a v(x) <logz.

(3) En base factorielle, on a v(z)! < z < (v(z)+1)v(x)!, d’ou, par la formule de Stirling,

logz = v(z)log(v(z)) — v(z) + O(log(v())). (9)

On en déduit que v(z) ~ logz/loglogz quand z tend vers +oo. En repor-
tant Dexpression v(z) = (14 &(z))logx/loglogx dans (9) et en multipliant par
loglogz/logx, il vient

loglogz = (14 &(x)) [loglogz —logloglogz — 1+log(1+£&(z))] + O ((loglog:c)2)’

log x

d’ou £(z) ~logloglogx/loglogx. En reportant £(x) = (1+ o(z))logloglogz/loglog
dans ’équation ci-dessus et en multipliant par loglogz, on obtient

logloglog x

logloglogx = —1+
loglogx

(1+ o(x))[loglogz —logloglog x| 4 o(1),

d’ot p(x) ~ m et, quand z tend vers +oo,

U(:E _ 1og;c logxlogloglogx lOg‘T O<( logx > (10)

~ loglogx (loglogx)? (loglogx)? loglog x)?

Ce développement asymptotique sera utile a la section 12.
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2.3. Bases tempérées

Nous introduisons dans ce paragraphe la notion de base tempérée. Nous établissons
plusieurs propriétés d’une telle base dont certaines seront utiles dans la suite. Nous
donnons également quelques exemples et contre-exemples pour étayer cette notion.

Définition 2. On dit que I'échelle (gy,)n>0 associée & A est tempérée si, pour tout couple
(B,d) e R xR, il existe 0 < k = k(B,d) < 1 tel que pour tout (u,p,k1,kz) € N* vérifiant
p < kp et max (ky,ks) < dp, on a

B
(q,[,kl]) <a,B 4}, (11)
c’est-a-dire
B
(Qhy Oy 17 Ay p—1) K, B Qo Qg1 ** Wiy a1+

Derriére cette définition passablement technique se cache 'idée que, dans une base
tempérée, un produit [[,.;a; ot I est un intervalle « long » ne peut pas étre dominé par
une puissance d'un produit [];. ;a; ot J est un intervalle « court » si min(/UJ) < |I].
Par exemple, en appliquant cette définition avec B=1,d=2, u>1, p=1, ki =pu+1,
ko =0, on constate que, dans une base tempérée, il n’existe pas de suite d’entiers (fin)n>1
telle que limp, = +00 et ag...au,—1 = o(a,,) lorsque n — co. La proposition 1 infra
développe cette idée.

Exemple 5.

1. Toute échelle & base bornée et, a fortiori, toute base constante, est tempérée. Notons
en effet e; = min,ena, = 2 et eo = max,eyan. Alors,

B
k pB __ _pBlogez/loger
(QL 1]) Sey =e)

et l'on peut donc prendre k = loge; /(Bloges).

2. L’échelle factorielle est tempérée. De fait, on a alors q,[,k] = %

ce quotient est fonction croissante de k et de v. De la formule logn! =nlogn+O(n),
on tire alors, pour p < kp et max(kq,ks) < du,

et ’on note que

log

k1) ”
(%1) N ((p+k1+1)!B(k2+1)!><IO < [(k+d)u+1718 >
[Fa] E\ itk DIk 118 ) S8\ (s D)l [dut 115
= (kB —1)plogpu+O()
et 'on peut donc prendre k < 1/B.

3. Le calcul ci-dessus s’étend immédiatement de a,, =n+ 2 (échelle factorielle) & a,, =
(n+2)F et k € N*. De maniére similaire, pour a,, = (n+2)"*2, on obtient

(q[pkl])B
log ~——— = [B(2dx + %) — 1] log n+ O(s?),
dp

ce qui permet de choisir x et montre que I’on obtient une échelle tempérée.
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La condition de tempérance empéche a la fois une croissance trop rapide de la base
et de trop grandes irrégularités locales. C’est ce que montrent la proposition 1 et les
contre-exemples ci-dessous.

Proposition 1. Soit (g,)n>0 une échelle tempérée de base A= (an)n>o. Alors,

(1) il existe a =1 tel que loggq, < n® ;
(2) an = o(q?) pour tout 8> 0.

Démonstration.

(1) Comme ]_[j <n@; = 2", I'exposant «, s'il existe, est nécessairement au moins égal
a 1. Posons x = (1,1). On définit une suite (pn),,, par la relation de récurrence
fnt1 = tn + | Kl ], la valeur de pg étant fixée ultérieurement. Par définition d’une
échelle tempérée, il existe une constante M telle que q[ﬁ{ Z]n | < Mg, pour tout entier
n. Il s’ensuit

S -
ql"n+1 = q#nq[tiz]nJ < M(q:u'n)27 d’ou Aun g M(qu,o)2 :

La relation définissant pu,, donne de son coté

(14+5)"—1

> (uo - i) (1+5)".

g1 = (14 6)pn — 1, d’ott g, = (14 k)" po —

On choisit maintenant pg > 1/k. Alors,
Iquu <"k ’uilog2/10g(1+rc)’ d’ou logqn < nlog2/log(1+n),

la croissance de (fn)n>0 étant d’ordre géométrique.

(2) Soit 8> 0. La définition d’une échelle tempérée appliquée avec B=1/8 et d =1
donne

[] O

an=q" < q’.

Remarque 1. La premiére assertion de la proposition 1 est équivalente a v(x) >
(logz)'/*. Par ailleurs, rappelons que (8) donne inversement v(z) < logz.

Exemple 6. Soit A= (a,)n>0 la suite définie par ap = a1 = as = 2, puis, pour tout n € N*,
ap=ksi 2271 1<k <2 et ar, =251 227+ 1 <k <22 Pour p=ky =227 1 41,
ko =22" 41, p=|kp) et 0 < k < 1, il vient

logqpkl] =log ((u+ [kp) —1)!) —log ((k—1)!) ~ (klog2)n2>" et loquk2] = (log2)2°*™ 1,

ce qui montre que 'échelle associée n’est pas tempérée. Comme on a logg, = O(nlogn),
cet exemple montre aussi sans surprise que les propriétés données dans la proposition 1
ne sont pas des conditions suffisantes de tempérance.

Exemple 7. L’exemple 6 montre que la condition de croissance a,, = O(n) n’entraine
pas que A est tempérée. On pourrait penser qu’ajouter une condition de croissance
permettrait d’assurer le caractére tempéré; ce n’est pas le cas comme le montre
I’adaptation suivante du contre-exemple précédent.
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Soit une suite d’entiers (ry)r>1 strictement croissante avec 1 =2 telle que ri41 > 27y
pour tout k& € N*. La suite (a,),, est alors construite comme suit:

G—ai =2 WneN': ap =" sirg <n<2rg,
0=a1= : .
’ an =2r,—1 si2r,<n<rgy1.

La suite (a,),, est bien croissante. Soit 0 < k < 1. De méme que dans l’exemple 6,

[rx]

longw ~ krilog(ry) et loggr, <rilog(2rg—1—1).
Pour garantir que ’échelle associée & A n’est pas tempérée, il suffit de prendre r; tel que

log(r)/log(rx—1) tende vers linfini, par exemple si 7, = rf_, pour k > 3.

2.4. Valuations dans une base tempérée

La proposition suivante s’intéresse aux ordres de grandeur des valuations décalées de z
et de . Nous 'utiliserons essentiellement dans le cas non décalé.

Proposition 2. Soit A une base tempérée.
(1) Soit 8,6 > 0. Pour tout x > 1, et tout p € N tel que p < dv(z), on a
vl (28) =5 5 v(x).
(2) Soit 0< B < 1. Il existe c <1 et xg =1 tel que pour tout x > xy,
v(z?) < cv(z). (12)

Démonstration. (1) Posons k1 = k(3,4). Par hypothése,

R1

petoe) <o),

De x < qy(y) et de la définition d’une base tempérée en prenant k; =0 et k2 = 1, on déduit
I’existence d’une constante & > 1 telle que

B B (1] _ olog, & 1] (1]
2 < (@o(@))” <€A y(a)/ma] = 27" Qo) /mn] S Dola) fra] 4+ Nogs €1

d’ott vl# (%) < w(x)/k1 +1ogy € +2 <5 v(z). Pour la minoration, notons tout d’abord que,
si m est un entier, m >4, et 0 <t < 1, alors

—1 —1
2 s (B ) -2 (13)
t t 2
Prenons ko = k(1/5,0) et k3 = k(1,20 /k2). Alors, (13) donne
1< 00(2) < 22 [ra(u(e) — 1))
On applique alors deux fois la définition d’une base tempérée. Il vient

[l 8
0y () 1)) € Az (w(@)—1)] < (Go@)—1)" <7,

dott v[H(28) > v(z).

https://doi.org/10.1017/51474748025000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748025000106

12 G. Barat et al

(2) Soit € N*. Posons A = v(z”). Alors,
2P x> gy x (CIv(x)—l)l_6~ (14)

D’apres le (1), il existe une constante d telle que A —1 < d(v(xz) —1). Il est donc loisible
d’appliquer la définition d’une base tempérée avec k1 = A—1, p=v(z)—1, ko =0, d la
valeur ci-dessus et B=1/(1— $3). Il existe donc £ > 1 tel que, pour rg = £(1/(1—3),d),

Qu(zx) >

D-1] \1/(1-5) . 8 L 1] A1)
(@]ror-1))) <Equ-1 Aot (qu-1)" T ZE T 0 B Z G iy - D oo
(15)

Finalement, la synthése de (14) et de (15) donne, avec (6),

. 1] _
Qu(z) Z T 2 qr=1 X 4| e (A=1) |+ [(B—Dlog,(€)] — dlro(A—1)|+[(B—1)logs(§)1+A—1"
Ainsi, v(z) 2 [ko(A—1)] +[(B—1)1logy (&) +A—1 v (Ko+1)A, d’ott, pour tout ¢ > =

I'inégalité v(2z®) < cv(z) & partir d’un certain rang. O

3. Transformées de Fourier discrétes

Soit A € N, f une fonction A-multiplicative et ov un nombre réel. La fonction u — e(a fi(u))
est gy-périodique et sa transformée de Fourier discréte est donnée pour t € R par

=3 sye(=21). (16)

U«<L]>\

Plus généralement, si k € N, la fonction u +— f )[\k]( ) est q[ | -périodique et sa transformée
de Fourier est donnée par

F)[\k] _ k] Z fk] ( q ])7 (17)
A

u<q[k]

et nous convenons que F' )[\O] = F). La moyenne quadratique de cette transformée de Fourier

est donnée par la formule de Parseval: pour tout ¢t € R, on a
2
S EPw+t) =1 (18)
0<v<ql
Nous pouvons utiliser la factorisation f =[] 5075 O€j (voir définition 1) pour exprimer
F)[\k] sous forme d’un produit. Nous introduisons pour j € N et t € R,
1
0;(t)=— Y (ue(-ut). (19)

aj
0u<ay

Lemme 1. On a pour tout t € R, tout A e N*, k€ N,

FM () = F/@( t >9A+k_1( t )

aX+k—1 Ax\+k—1
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Démonstration. Partant de (21), on pose u = vqg\ ] travec 0 v<axpp_1et 0<r<

qg\kll. On a alors

P ) = f¥ (gl | +7) = yagnmi (0) f9 ()

et donc, pour t € R,

Fi’%t)z(% 3 f[’“](r)e(f b o >>< ! > 'Y)Hrk—l('“)e(*ak_fk_l)).

Axrth—
=1 o<r<ql, Orth—1dx—1 AE=1 ogu<ariia

O

En itérant, on obtient une représentation en forme de produit, typique pour les
transformées de Fourier de fonctions additives dans un systéme de numération.

Lemme 2. Pour tout t e R, A\eé N, k€N, on a

P ) H Ors s ( - +k]> (20)

A—j

Démonstration. Fixons k et montrons par récurrence sur A que l'on a (25) pour tout
t € R. Puisque q([)k] =1,ona Fo[k] (t) =1 et l'identité (25) est vérifiee pour A =0. Soit A € N
tel que (25) est vérifiée pour tout ¢t € R. On a alors, d’aprés le Lemme 2,

L0 =0 () Y () = () H ks (M) '

A—j

[A+F] [ +FK] [+k] [AHE] _ li+k]

Or, axtr =¢ et (6) donnent ¢y GOtk =q5_; 4 =q5_j41, dot
k
Fho=0u(;5) H bt <J+k1> Hekﬂ <u+k1> ~ E
Atk )\ Jj+1 q)\ Jj+1
On peut en déduire la decompos1t10n suivante.
Lemme 3. Pour tout (u,\ k) € N? tel que 0< u <\, t€R, on a
k t k
Bt = FlY ( [u+k]> narn
Ay
Démonstration. On a
k
FF () H9k+j< [JJF;C) H9k+J< 0T )
ax—; ax—
- [F+EI\ A—p—1
_ H‘9 ot 4 11 ¢ t
RI\ TR R Frutd | Tkl
J=0 G-y D—j J=0 qk—u—j
A—p—1 "
- H Okt < [+k][ptk] > H Okt ( ‘+k+u]> ’ H
9 D—p j=0 Q,\f,hj
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4. Présentation des résultats

L’obtention d’un théoréme des nombres premiers pour une fonction fortement A-
multiplicative f a valeurs dans U, soit une estimation du type

Y _Am)f(n)=o(x) (x—+o0),

n<e

repose dans ce travail sur une bonne majoration uniforme des transformées de Fourier Fik]
définie a la section 3. En pratique, pour les exemples étudiés, qui sont de la forme f(n) =
e(ag(n)) avec g : N — R fortement A-additive et o € R, nous obtenons des majorations
du type

k
Fl 0 <cen (= > tlbal?),
Ej<k+A

ot C' >0, t; >0 et b; € N. En vue d’énoncer un résultat général, nous introduisons une
classe de fonctions fortement A-multiplicatives dont les transformées de Fourier décalées
admettent une majoration de ce type. La définition suivante est directement inspirée de
[28, definition 2|.

Définition 3. Soit une fonction o: ]0,00[>— R telle que:

{7‘ — o(r,-) est décroissante, (21)

s+ o(-,s) est croissante.

On désigne par F, la classe des fonctions fortement A-multiplicatives f: N — U telles
que pour tout t € R?, (k,\) € N2,

E @) < el iy, (22)

Remarque 2. Si f € F,, alors d’aprés l'identité de Parseval (23),

k —2 k
1= Z |F)[\](U)|2<€ 2 (k,k+>\)q£\]’

0<v<q£\k]

de sorte que

e (kk+X) > (q[Ak])—1/2. (23)

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le résultat principal de cet article. Nous
rappelons que la définition de la valuation v(z) a été donnée au paragraphe 2.2. Etant
donnés une fonction o satisfaisant a (21), des réels > 1 et ¢ > 0, nous posons

Ko (z,0) := oleAA—=1). (24)

inf
v(@3/10) AL ()

Théoréme 1. Soit (gn)n>0 une échelle de numération tempérée, o une fonction
satisfaisant a (21) et f € F,. Il existe des nombres réels 0 < ¢y < 1 et zg > 2 tels que, pour
tout = > xg,
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Z An ) < z(logx) 9/2 max ( T(Qu(a)) logx) 14 g =Ko (2,c0)/2 + 299 0g 2. (25)

nxr

Les constantes ¢y, o et la constante implicite ne dépendent que de la suite (gp)n>0

Une condition nécessaire pour que la majoration (25) soit non triviale est

lim Ky (x,c0) = +00.

r—+0o0

compte tenu de (22) et (21), cette condition entraine

: LcoA]] _
o .

Notons par ailleurs que d’aprés la proposition 2, il existe ¢; €]0,1[ tel que pour tout
suffisamment grand, v(z3/1%) > cjv(x), ce qui entraine

Ko(z,c0) = cw(gg)ig{gv(w) o(coAA—1). (27)
La démonstration du théoréme 1 repose sur ’estimation de sommes de type I et II.
Dans les sections 6 et 7, nous adaptons au cas de la base de Cantor les démonstrations
des propositions 1 et 2 de [28]. La notion de base tempérée intervient lors de I’estimation
des sommes de type II, dont le traitement fait rapidement apparaitre des phénomeénes de
décalage dans la numération.
Dans le cas ot f(n) = e(asa(n)), la fonction #; définie par (24) prend une forme
familiére: pour tout j > 0,

Pa; (a—1)
10; ()| = ———,
J a
ou la fonction ¢y, est définie par
_ | |sin7kt|/|sin7t| siteR\Z,
ol =| 3 et ={ P irek (28)

ov<k

Des calculs proches de ceux effectués dans [27] et [26] permettent de montrer (cf.
proposition 5) que quels que soient la base A = (a;);>0 choisie et o € R, la fonction
e(asa(n)) appartient & F, avec

o(r,s) 36 Z [l(a; —1) Yool
r<j<s

Nous en déduisons un théoréme des nombres premiers pour la fonction s 4 dans la base
factorielle A = (j+2);>0. Rappelons qu’en ce cas, la valuation d’un nombre réel positif «
vérifie la relation v(x) ~ logz/loglogx lorsque  — oo (exemple 4).
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Théoréme 2. En base factorielle, il existe des nombres réels 0 < c3 < 1 et d3 > 0 tels que
pour tous a € R, x > 3,

logx w2 . .2
Z A(n)e(asa(n)) < zexp (dg Togloga)? E’u(ws/lgl)ngf)\gv( : Z 7l )

n<z ) s A+ 1<j<A

Nous établissons alors deux applications, standard en la circonstance.

Théoréme 3. En base factorielle, il existe ¢4 > 0 tel que pour tout nombre entier b > 2,
leZ,r>3,0ona

7(x) logx
<z =/m =— T " oeloer/ )
card{p< = : s4(p) =4 mod b} b +O<xexp( 4 loglogzl:)>

La constante implicite dépend de b.

Théoréme 4. En base factorielle, pour tout nombre irrationnel «, la suite (asa(p))pep
est équirépartie modulo 1.

Dans la section 10, nous étudions d’autres exemples de fonctions fortement additives en
base factorielle. En particulier, la fonction, disons g, qui compte le nombre d’apparitions
du chiffre 1 en base factorielle constitue un exemple « négatif » intéressant. Rappelons au
préalable que la fonction qui compte le nombre d’apparitions du chiffre 1 en base constante
¢ satisfait un théoréme des nombres premiers (cf. [25]). Nous obtenons dans le paragraphe
10.3 une estimation de la transformée de Fourier F) associée a f(n) =e(ag(n)), qui
permet d’établir en base factorielle pour « € R\ Z l'estimation

Z e(ag(n)) =o(z) (z— o).

n<

En particulier, cette estimation permet de montrer, grace a la relation (1), que g est bien
répartie dans les progressions arithmétiques modulo m pour tout entier m > 2. Hoit [16,
example (a) p. 198] avait traité le cas ot m est premier. En revanche, les transformées
de Fourier décalées F/{k] ne tendent pas uniformément vers 0 lorsque A — 400 et k = |c)\|
avec ¢ > 0 fixé. Autrement dit, la condition (26) n’est satisfaite pour aucune valeur de ¢g.
Ainsi, notre méthode ne permet pas d’obtenir pour cette fonction ¢ la relation

Z A(n)e(ag(n)) =o(z) (z— o).

n<T

Il semble a fortiori exclu de pouvoir démontrer, avec la méthode développée dans
cet article, un théoréme des nombres premiers pour la fonction comptant le nombre
d’apparitions du bloc 11 en base factorielle, & Uinstar de ce qui a été obtenu dans 28] en
base 2.
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5. Lemmes techniques sur les sommes d’exponentielles

Pour la commodité du lecteur, nous redonnons ici quelques lemmes énoncés dans [28]
ainsi qu’un lemme adapté a l’estimation de la moyenne d’une fonction A-multiplicative.
Pour « € R, on désigne par x, la fonction indicatrice de Uintervalle [0, modulo 1.

Lemme 4. Pour tout « € [0,1] et tout nombre entier H > 1, il existe des polynémes
trigonomeétriques Ay g et B, g & valeurs réelles tels que pour tout z € R,

Xa(2) = A, 1 ()| < Bo, 1 (2),

Apb(z)= Z ap(a, H)e(hx), By u(z)= Z b (a, H)e(hx)
|h|<H |h|<H
avec des coefficients ap(a, H) et b (o, H) satisfaisant a

1

1
ao(a, H) = a, \ah(a,H)|§min(a,m), w00 )| < -

Lemme 5. Pour tout (ai,az) € [0,1[%, tous entiers Hy, Hay > 1 et tout (z,y)2, on a

|Xa1 (x)Xcm (y) - AahHl (m)Aa1>H1 (y)|
< Xay (I)BOQ,HQ (y) + BO&17H1 (x)XOLQ (y) + Ba17H1 (x)BOtQ,Ib (y)

Lemme 6. Pour tout (21,...,2x) € CV et tous entiers k,R > 1, on a

Y [ <R OS e  (-0) Y Rewwm).

1<n<N 1<n<N 1<r<R 1<n<N—kr

Lemme 7. Pour tout (a,m) € Z? tel que m > 1, b€ R, U € R tel que U >0, on a

Z min (U, an+b

o<n<m

-1
sin ’ ) < (a,m)U +mlogm.

Lemme 8. Pour tout (4,m) €EN? avecm >1et A>1,beRet UER avec U >0, on a

1 . . an+b|-1
1 Z Z min (U, sin ‘ )<<T(m)U+mlogm.
1<a<AOL<n<m
Lemme 9. Pour tout (21,...,z2y) € CY et tout nombre entier Q > 1 on a

Z zq: ‘i\’:zne(a:)’Z < (N—1+Q2)§:|zn|2.

Le dernier lemme de ce paragraphe généralise les formules (2.10) et (2.11) de [14].

Lemme 10. Soient une fonction A-multiplicative f, un entier x = zpqr + - - - + zoqo avec
zj=¢j(v) €{0,...,a; — 1} pour j € {0,...,k}, et S(x) =), o, f(v). Pour 0<L<k+1,
on pose ) = x,qi, + - -+ x4qy avec la convention z**+1) = 0. Alors,
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S@)= > f“)S(q) > flag). (29)
0<ULk 0<a<zy

Si f est, de plus, & valeurs dans le disque unité, alors

S| < Y welS(ae)l- (30)

0<e<k

Démonstration. Pour tout j € N et tout y € {0,...,a; —1}, on a

Swe)= >, fluy= > > flag+u)=5(g) Y flag).

0<u<yq; 0<a<y0<u<g; 0<a<y

Le caractére multiplicatif de f donne f(z(®) 4-u) = f(z)f(u) pour u < g et il vient

= Y f(u)=S(zrar) + f(zrar) S (@ — Trar)

ou<z
= S(zrar) + F(@") S (zh_1qr1) + F@*D)S (@ — 2pgr — Th1qk-1)

= > [N S(@g) = D fET)S(@) Y fleq).

0<e<k 0<e<k 0<e<my

Si f prend ses valeurs dans le disque unité, alors I'inégalité triangulaire donne

<D D IS@)l= D =elS(ao)l. 0

0<U<Lk0<Le<zy o<e<k
6. Sommes de type I

Soient ¢ une fonction satisfaisant a (21) et f € F,. L’objet de cette section est d’obtenir
une estimation pour les sommes de type I de la forme

Si= 3 e[ Ssem)
M/2<m<M

Nous ne faisons pas ici 'hypothése que la base A est tempérée. Rappelons par ailleurs
que v(y) désigne la valuation du nombre y en base A (cf. §2.2).

Proposition 3. Pour des nombres réels x > 2, M > 2 vérifiant
v(M?) <wv(z) -1,
on a

St <<x(logm)%*"(”(MQ)’U(I)*1). (31)

Démonstration. Posons v =v(M?) et A=wv(z), de sorte que v < A— 1. Posons également
L=q et L'= L%J . Comme f est A-multiplicative, pour ¢t < z/m, on a
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> fmn)= > > fe+rry=">Y" f('L > 10

n<t oKL’ 0<e<L oKL’ 0<e<min(L,mt—¢'L)

L4+0' L<mt £4+¢' L=0 mod m
0+¢'L=0 mod m

> fen s > ize(h#);ge(k(ﬂ:f@)

o/ <L’ 0<e<L O<u<min(L,mt—¢'L)  h<L
, hu k'L —h{
> D > () e(B ) Zf e(2)e(59).
0<¢/'<L’'h<L O<u<min(L,mt—¢'L) k<m

d’ou

[Sroml<5 3 5

n<t <L'h<L

> ()

0<u<min(L,mt—£'L)

> (i E)|
k<m

Ainsi,

51n7TLh ) Z ; ’F)\ 1(h—*Q>\ 1)‘

Sy <L/ Zmin(
M/ <m<M

< L'Llog(L )meaXSI(H) < zlog(x )mng,(G)

d’aprés le lemme 7, avec
si0)= Y iz\p (a_ﬁ )]
I m A1 mq,\q .
M/2<m<M k<m

En regroupant les nombres entiers k tels que (k,m) =d avec 1 < d < M, on obtient la
majoration

STORD DIE D DU N DI W (Fr-viy |}

m
1<d<M M/ (2d)Sm<M/d k<m
(k,m)=1

Pour 1 <d< M, \g =v(M?/d?). Alors, 1 = \py < -+ < Ag < A\; = v. D’aprés le lemme 3
et la formule (22), on a

\ ' N t
Baea ()= F @1 [P () [ 7@ R (—)|
A1y Ix-1-xq4

La décroissance de r — o(r,-) entraine que

—o(v,A\— t
[Ex-a(0)] <77 ”W(W)"
/\—1 Ad
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Comme q*qu\j}l,m =¢r_1,0n a
60— %Q)\—l 1 nb nkq}\71
FAd(#) T o 2 f(n)e(_ T ] )
Ar—1-x4 RPN Dadr_1-x, MDA\ 1-x,
1 0 nk
= 3 e+,
9xa n<dx, Q-1 ™
donc
S7(6,d)
S1(0) < e oW A-D) 10,
0)<e Z don,
1<d<M
avec
1 9 nk
M/(Zd)<m<M/d(kk<;ri M <an, g1 m
Comme

1 1 2d
> 3 S > — S > uS?
M/(2d)<m<M/d(kk<;n_1 M/(2d)<m<M/d M/(2d)<m<M/d
I'inégalité de Cauchy-Schwarz permet d’écrire

sye.a?<z Y S| fme(- & *%)‘2

M/(2d)<m<M/d(kk<m n<a, -1
1

sm)=

et 'inégalité du grand crible (cf. lemme 9) donne la majoration

2 M2
S},(&d) < (q>\d + ?)qu < q/2\d'

On en déduit que
1
Si(0) < e AT N~ < (loga) e AT,
d
1<d<M

ce qui permet d’obtenir (31). O

7. Sommes de type II

Soit (gn)n>0 une échelle de numeération tempérée, o une fonction satisfaisant a (21) et
f € F,. L'objectif de ce paragraphe est d’estimer pour ¢ €]0,1/2[, z > 2, 2°* < M < N,
MN <z, (¢m)m>0 €t (bn)n>0 des suites de nombres complexes telles que pour tout m,n,
lem| <1, |bn] <1, la somme de type 1T

Srr= Z Z Cmbn f(mn).

M om<M § <ngN
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Nous notons p la valuation de M dans (gy)n>1, soit
Qu—1 < M <q,.
Remarquons que les hypothéses entrainent I'inégalité g, < x/M.
Proposition 4. Il existe ¢ €]0,1] et o > 0 tels que sous ces hypothéses, pour p > o,
Si1 < 2(logz) /2 max (7(qu(a) ), logz) /e lcmn=1/2,
Les constantes ¢, et la constante implicite ne dépendent que de & et (¢n)n>1-

La suite de cette section est consacrée & la démonstration de la proposition 4. Une
premiére application de I'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit

sh<u Y | Y basom)| (32)

%<m<M N/2<n<N

7.1. Premiére application de I’inégalité de van der Corput, propagation de
retenues

Nous appliquons & la somme en m dans (32) I'inégalité de van der Corput, soit le lemme 6

avec k=1et R= q,[)H }, ol p est un nombre entier > 1 qui sera fixé ultérieurement (cf.

§7.7) de maniére a ce que
R< g1 (33)
et
Qut2p—1 S T (34)

En particulier, on a R < 2/M. Notons que l'existence d’un tel p sera garantie par le fait
que Péchelle (¢, )n>0 est tempérée. On a

‘ Z bnf(mn‘ <<( + Z (1——) Z §R(bn+rbnf(mn+mr)f(mn))>.

N <ngN 1<r<R N <ngN-—r

En conséquence,

S < %4—% > (1—%)3‘3(50(7"))

1<r<R

avec

So(r) = Z Z brtrbn f(mn+mr) f(mn).
M em<M § <n<N—r

On échange les sommes en m et en n, puis on applique I'inégalité triangulaire:

S,,<< +— > S

1<r<R
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avec

Z ’ Z f(mn+mr)f(mn)|.

FangN YL <mgN

Posons pe = 1+ 2p, fixons r € {1,...,R—1}. Pour tout m €]M/2,M], on a mr < quq,[)”] =
Qu+p- Majorons le nombre E(M,N,p) de couples (m,n) €|M/2,M]x]N/2,N] tels que

Flmn+mr) f(mn) # fu, (mn+mr) fu, (mn). (35)

Comme f est fortement A-multiplicative et & valeurs dans le cercle unité, une condition
nécessaire pour que (m,n) vérifie (35) est que Paddition mn — mn+mr modifie au moins
un chiffre de mn d’indice au moins o, donc que 'on ait pour tout nombre entier j:

p+p<j<pe—1 = ¢gj(mn)=a; —1. (36)

11 suffit par conséquent d’évaluer le nombre de couples (m,n) €M /2, M]x|N/2,N| tels
que

mn =kq,, + K+1

avec 0 <k <x/qu,, K=3 4 ic.,(a;—1)g; et 0<t <qpypp. A k et m fixés, le nombre
d’entiers n satisfaisant & cette condition est < ¢,,4,/m. On a par conséquent

xq
E(M,N,p) < Z Z q#+p/m<<ﬂ.

M M ST/ Gy Gz
On a donc
x Qut —
SuP <% O ks RZ S| futmntmr)fnGon)
Qu+2p =18 cngN Y amgM

Nous élevons au carré, utilisons I'inégalité (a +b+c)? < a? +b% +c? et appliquons
I'inégalité de Cauchy-Schwarz a la double somme en r et n. Compte tenu de I'inégalité
MN < x, nous obtenons

2

|su|4<<?+ qw RZ S X Sulmnmr) )
H2

r=l X ong<N YL <mg<M

7.2. Deuxiéme application de I’inégalité de van der Corput

On pose alors

p1=p—2p

et I'on applique & la somme en m une variante de 'inégalité de van der Corput, soit le
lemme 6, avec

k=q, e R= S—qg; 21’)],
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en notant que kS < g,—1 < M. Cela fournit la majoration

S Sualmn-tne) o)
M <mg<M
M S
<<S<M+2 > (1—5)
1<s<S

Z §R(fuz ((m + QMl S)(n—i_r))fuz ((m + QMl S)n)fll«z (m(n + T))fltz (mn))> .

Y <m<M—qu, s
Afin d’alléger ’écriture, nous introduisons les notations
I=1I(s)=|M/2,M —q,,s|NZ et J=|N/2,NINZ.
Nous obtenons ainsi

R 2 x
S X | X G| < g G R(S))

=15 <ngN L<m<M

avec
= > X (1-g)sns)
1I<r<R1<s<S

ou

Sy(rs) = D fua((m A 8)(n+1)) o (M4 8)0) fruy (7)) fug (mim).

(m,n)elxJ
A ce stade, nous avons établi la majoration

3
St < = (}%ﬁ Gy %)+% ST 184l
+

2p 1<r<R1<s<S

Pour clore ce paragraphe, on remarque que pour tous nombres entiers ¢ et k,

f;m £+ k%n)fuz ()= fm,m £+ k%n)fm,uz (0),
d’ou

Sa(r,s)

= Z Juropa (M +mr 4 quy S+ @y 78) fug o (M AM) fiu o (M + Gy 570) fiag o ().
(m,n)elIxJ

7.3. Détection des chiffres de rang intermédiaire, polynémes de Vaaler

Pour a € N*, désignons par r,,, ,,(a) 'unique nombre entier u € {0,... ,q,[fgl] 41— 1} tel que

a=kq,, +uq,, +v
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avec k € N et v € {0,...,q,, —1}. On a I'équivalence

a U u+1
Fpnoa (@) =1 = {(T} < { TRy [mOd L
Ha quz—m qltz—/h
4 ’ - _ [pa]
Pour évaluer S, posons ry,, , (mn) =ug et 1y, 1, (m(n+7)) =uy avec 0 <ug,u1 < g, -
Posons g(n) = ;[Ll;ﬂu1(”) (cf. §2.1). On remarque que, d’aprés (7),

fruo, pa (Mmn4mr +qy, sn+qu,rs) = g(ur + sn+rs)
Jur,po (mn+mr) = g(u1)
oo (mn+ gy sn) = g(uo + sn)
S o (mn) = g(uo).

En désignant par x, la fonction indicatrice de 'intervalle [0, modulo 1, on a ainsi
S5(r,s)

. mn Uo mn—+mr U1
= Z Z Xl/q[m (7—7%] )Xl/q[m ( BT )

(mm) €1 0ug, ur<ql®1) 2o Mg, re u2 Do —pm
x g(u1 4+ sn+7rs)g(ur)g(uo + sn)g(ug).
Le lemme 5, appliqué avec
Hy=Hy=H= (I%ﬂms’ Qa1 = Qg = 1/‘1%11#1a (37)
conduit & la décomposition
S5(r,s) = Sa(r,s) + O(E4(r,0) + E4(0,7) + E) (7)) (38)
avec
Sa(r,s)
mn U mn—+mr U
- (m’glwo@o’ulzng At (g = g At (g~ i)

H2—H1

x g(u1 +sn+rs)g(u1)g(uo +sn)g(uo),

Eq(r,r') = Z Z Bl/a,[“] H(mn—i_mr_ [’Z(]) )

g —H1’
(mm)EIXT ogug<qltl D=

mn+mr’ u1
X Z X1/ql1) ( T )

o —py Qo q. "
0<u1<q2‘211”1 B2 —p1
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et

mn U
By(r) = Z Z B1/q“"1] H( (1] )
Auso

Ho—p1’
(m, n)eI><J0<u <q[/421lu1 q,u2 H1
mn—+mr U
X E lk1] .
m 1/q“2 up H Qs q[m]
O<u1<q““21 - H2—p1

Dans la suite, afin d’évaluer S}, nous exploitons les propriétés des polyndmes
trigonométrique A, g et B, g rappelées au lemme 4.

7.3.1. Majoration de FE4(r,r’). De lidentité

U1 o
>, () =n

0<uy <q£‘“11“1 q#Q M1

valable pour tout ¢ € R, nous déduisons

, mn+mr Ug
Earr)= D By H( m )

(m, 7L)€I)<J0<u <q[u1] Hamr Quz Qs —py
2—H1

= Z bh(l/qulluuH) Z Z e<hmn+mr [LL?]O )

|h|<H (m,m)€1XJ 0 yg <qlt1] p2 Qo=
H2—H1

Compte tenu de la relation (1), il s’ensuit

mn—+mr
B =i, X ndlm Y ()

|h|<H (m,n)elx.J s>
(1]
h= Omodq‘;1 "
Nous posons h = h' ql[f; ! 4, dans la somme en £, puis appliquons I'inégalité triangulaire et
la majoration |bh(1/qlf;1] ;mH)| < 1/H. Nous obtenons de la sorte

mrnlsg 5 [Se()]

|h’\<SO<m<M n

<<§ Z Z min(ﬂ?,‘sin(wZiT)‘_l).

|h'|<S0<m< M

Nous posons alors m = kqu1 +m' avec k < M/q,, et 0 <m’ <gq,, pour aboutir a

Y (g ()]

U |h/|<S0<m<qyu,

|Ey(r,r")]| <<

Nous distinguons la contribution du terme correspondant a h’ = 0 et majorons la
contribution des h’ restants en utilisant le lemme &:
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Ne & M z
Ey(ryr') < gt n (T(q‘“)M +qp, log(qm)

X T
< g max(r(g, ) loa(g,) (- + M)

H1

1 1
< rmax (T(QU(JC))7 Ing) (g + T),
M1

puisque z/M > g,,.

7.3.2. Majoration de Ej(r). On commence par effectuer les sommes sur ug et uj.
Compte tenu de la relation (1), nous avons

Eyr)= Y bu, (/g H)bw, (/g1 H)
lhol,|h1|<H

XN e e ()

q#Q
(m,n)EIxJoglm’ul<q}[:;1_]M1 Do~

_ 1 [p1] [p1]
= @)’ 3 by (Ve by (1l H)

gl lnl<s
" Z o mn(hy + hy) +mrh) )
(m,n)elIxJ U

Nous utilisons l'inégalité triangulaire et la majoration |bh(1/qL"2 llm’H )| < 1/H pour
obtenir

IAGIES

% Z ‘ Z e(mn(hg—i—h’l)—i-mrh’l)’.

o|hL |, |h, IS (mun)eIxJ U
0 1

Le module de la double somme sur m et n n’excéde pas z, donc la contribution des
couples (hy,h}) tels que hj+h) =0 est O(z/S). La contribution des couples (h{,h}) tels
que h{+ hf # 0 est quant a elle majorée par

_ . x
Es(r) =572 E E mln(ﬂ,
0S|y | 115 |<S MM
ho+h|#0

(hy+ BN |1
=),

sin (7r

En posant h' = h{, + h;, nous parvenons a
p 0 1

Es(r) <<% Z Z min(%,

1|/ |<258 mSM

> min(yn

1| |<28 0<t<qy,

sin (wrgﬁl) ‘71)
sin(m2)| ).

<

q#ls
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D’aprés le lemme 8,

M T T
E5 (T’) <— (T(q/u)i +quy logQMl) < —max (T(QU(m))v IOgI)
qﬂl M qul

On a donc

1 1
Ej(r) <:cmax( (qv(x)),log:v) (§+—q )
231

Nous avons ainsi établi que

S4(r,s) = Sa(r,s) + O(xmax (T(qu(x)), log ) (l + L))

S qﬂl
On a donc a ce stade
1 CI 1 1 1
1Si|* <z ( s+ 2’L+p += ) + z* max (T(qu(x)), log ) (— + 7) (39)
R Qut2p S S Ap,
YD ISulrs)l.
1<r<R1<s<S
7.4. Analyse de Fourier de S4(r,s)
Rappelons que
Sa(r,s)
mn uo mn—+mr U1
S D S )
1 ll H 1 Il H
(m, n)eIXJO<u0 u1<q‘[‘“21]ul /un K1’ <q,u2 q/[j;] w1 ) /quz k1’ ( Gpo q/[j;] I3 )
x g(u1 +sn+rs)g(u1)g(uo + sn)g(uo),
avec g(k) = ( f/[j;l]m( )), suite qL‘;gm-périodique. Nous posons
ug + sn = ug mod (I;[lem et  wup+sn+rn=wusz mod q;[lelm'
En utilisant la relation (1), nous aboutissons a U'identité
Sa(rs) = Y an(L/alnL, H)an, (1 H)
0<]hol, |h1|<H
X > 9(u3)g(u1)g(uz)g(uo)
0<uo, u1,uz, 713<<1L‘L21]u1
mn U mn—i—mr U
% Z e(ho(q [M? ) +h1( q [ul]l ))
(m,n)eIxJ P2 G, H2 Qo —py
[101] 9 Ug + 8N — Uy U]+ sn—+sr—us
X (G =1r) >, e <h2 ] h i :
0<h2,h3<q[ n1l qu M1 qﬂz —H1

H2—H1
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Rappelons la définition de F /{h} en (22). En effectuant les sommes en ug,u1,us et uz, nous
obtenons

Sa(r,s) = (quz m)Z Z aho(l/qu‘il]m H)ap, (1/qIEU;1 o H)
0< | hol, [hi|<H

P hszsr
x > il (ha)FE L (hs —ha)FLY (hO_hQ)FM1 (=h2)e ( ; )

Mo — Mo — [ Mo — p1l

0<ha, h3<q‘[f2‘]M uz B

» Z . (ho+h1)mn+h1mr+(h2+h3)anm)
(m,n)eIxJ Qpz

= S4(r,s)+ 8 (r,s),
ou S} et S) correspondent respectivement aux contributions des couples (hg,h;) tels que
ho+h1 =0 et hg+hy #0.

7.5. Majoration de S

Lorsque hg+ hy = 0 les sommations sur m et n sont indépendantes. Supposons que

HR < qp,/2. (40)
On a alors
h hyr|—1
‘ e( lmr))gmin(M, sin AT ) <m1n(M i ) (41)
Qo Ay |h1|7’

mel

Par ailleurs,

m(ha + h3)s ‘—1)'

h2+h3 anl)‘ . (x
E —l‘ < el
’ ( S min y

s
neJ q,u'z M1
En posant h = hy + hs et en utilisant la qLlem—périodicité de F,E’;l]m, nous obtenons la
majoration
|S4(r,5) < S5(r,5),
avec
. q
S5(7",S> (ql[tﬂzl]m)Z Z |ah1(1/ql[f21 MI’H)‘len (M’ |hMT’I“)
|ha<H !
hs -1
Z min (i, sin — %2 ’ >S6(h,h1),
M [11]
o<h<qlt, qua 7

ou
So(hh)= 3 |FL (ha—h = WELY, (s =)L, (hs =D ELY,, (hs)].

<<,
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(p1]
H2—H1

S6(h,h1) < S7(h1)

,-périodicité de F, 1l on a

D’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la ¢ amgi1?

pour tout h € Z, avec

Sr(h1) = Z |F/£l;1]u1 )F;[j;l ul(h3)| :

0<h3<ql[f;1] I

D’aprés le lemme 8, nous avons

(x| whs |7t T ] [111] [111]
K Z Z min (M’ SIHW‘ ) < MT(quzl—m) +qu21 pa 10gquzl B
1<s<SO<h<q[u1] qM m
H2—H1
On a ql[lem | 4y = qut2p- Or, d’aprés (34), on a p+2p < v(z) et, par conséquent, g,42, |

Qv(z)- Il en résulte que

(g™ ) < T(qui)-

Nous obtenons donc

1 [Hl]

q
Z |Sh(r,s)] < %maX(T(qv(m)),logx)o_F p2— m)( Z Se(r ) (42)
1<k Qu—1 1<r<R
1<s<
avec

1 1 : q 2
S0) = L o1 i (01, 2 )50,
[hi|<H

Nous subdivisons la somme sur hy en trois sommes S§(r), S§(r) et S§'(r) suivant que

1| < Qo /M, @y /M < |l < g, ougl] < || < H.

7.5.1. Majoration de Sj(r). La majoration ‘ahl(l/qM2 M,H)‘ < 1/qL’;11M1 et

I'identité de Parseval conduisent a

Siry<M > Sp(h)

[P |<quy /M

<M(max > |FEL ) YD |FE ()]

h|< M [r1]
[h] ‘Iug/ O<h3<q“2 w1

=Mmax > [FLL (e h)[
[Pl <quy /M

1 PN
Notons que gy, /M < Gy, /Gu—1 = -1+ Gyt = qhte 111, d00

Sin<2mas Y[R ()

[n—1]
O<h<qu“2—u+1
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Utilisons a présent le lemme 3 avec (u,A k) remplacé par (u—1— py,p2 — pi1,41): pour
tout h € Z,

(1] _ plu] h [u—1]
Fﬂglfl—ll (h) - F;jillfy,l ( [Hfl] ) F/jztfuﬁl»l(h)'
p2—p+1

Comme f € F,, (22) donne

] —p1 (t)’ < e~ (m,ptp—l—p1) _ e—a(u—2p7u—1)7
teR

et, avec l'identité de Parseval, nous en déduisons que

Z Sg(r) < 2Me 20 (n=2ppn=1)
1<r<R

7.5.2. Majoration de S{(r). Nous utilisons 1a encore la majoration |ah1(1/qm s

H)| <1/ q[“ '\ pour obtenir, grace a l'identité de Parseval,

H2— M1
Z S7(hy)
S// < qNZ
8 (’I") r ‘hl |

q,LQ/M<|hl|<qM .

M M
<= —.
< ) s)<

1< b i<,
En conséquence,
MlOgR M M
Z Sg( 7 [#]1 gq.
1<7‘<R

7.5.3. Majoration de SZ’(r).  On utilise cette fois la majoration |ap, (1/ql[f;17]m,H)| <
1/(m|h1]), qui conduit &

y L Qs S7(h
s <@l Y T

r
(1]
iy <IMa|<H

La fonction hy — S7(h1) est qB;llm—périodique En décomposant la sommation en h;
suivant les intervalles qu[lelm <|h1| < (j—&-l)q’[f;l] 4o pour 1<j < H/ql[f:llu1 et en majorant
|hy|~3 par 5~ (ql[fgl]m)*?’, on obtient
S¢r) < (@, eSS S i)
j>1J (quz m) 0<h1<q/[:;ﬂm
<=t
T —pa
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et, par suite,

[u] )

Z S/// ]

1<T’<R P

On a donc établi la majoration

Z Ss(r <<M< —20(p—2p,p—1) log[q][u]).
1<r<R qp“

En reportant dans (42), il vient

[11]

1 1
= 0 1Si(rs)| < wmax (7(qu ), logr) (log ) (14 L7t ) (2 2ot Y,
RS 1<r<R Tu—1 "

1<s<S
(43)

7.6. Majoration de S/

On effectue la sommation sur m et ’on obtient

S{rs) <@l )? > > lan (/e H)an, (1/gls2,,  H)|
lho|<H |h1|<H

ho+hi1#0
] [ 1]
X Z \F/ﬁl m Hz m(h3_h1)|
O<h3<qL“21]“1
x Z |F;f§1]u1 ho —h )Fp[gl]m( h2)|
ho+h hir|—1
x Zmin(M WM‘ ).
n<N Qus

Dans la derniére somme, nous posons n = kq,, +t avec 0 <k < N/qg,, et 0 <t < g, et
nous appliquons le lemme 7 & la somme en t. Comme |hg+hi| < 2H et g, < Hg,, on a

. . ho+hy)n+hyr|—1 [N
Z min (M, sm7rM )<< — ((ho—|—h1,qM2)M—|—qH210ng2)
n<N q,u2 Q,U«Q
F N
< |— (HM+qN2 Iquuz)
q#2
< [ 2] man <<(1+ )HMl
—_— ogq ogx.
Qo e Mq/m
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L’inégalité de Cauchy-Schwarz et 1’égalité de Parseval donnent les majorations

Z }Fuil]m )FES]M( h2)| <1
o<h2<q£j;11u1

Z ’F;[gl m F;[gl]m(h3 _h1)| <1

O<h3<qL2 ]m

Par ailleurs,

1
Z |ah(1/quz RRECDIS Z W+ Z e

|hI<H [r1] H2—H1 [kl ﬂ—‘h|
Ihl<a, ., at ., <IhI<H
< 1+10g(H/qu;1l#1) < logx.

Ainsi,

1 T

RS S < (gft),)? (loga)? (1+ JHM (44)

Rslg;R‘ 4( | 2 m) ( ) qu

1<s<S

1
z(log)® (g >")? q%“pfp]( —+ )

du+2p
( [1—2p] )4
< z(logz)? e
qu—1

Nous déduisons de (43) et (44) la majoration

1 (fL[;H 2/’])4

> 1810)] < a(logw) max (r(gue)), log ) (K (p) + —2——)  (45)

1<r<R qu—1

1<s<S

avec
[n—2p] 1
Ki(p,p) = (1+q4p )(6_2"(“_2”7“_1)4-7).

Qu—1 q;[)li]

7.7. Fin de la majoration de S;;

En insérant (45) dans (39), nous obtenons que sous les conditions (33), (34) et (40), soit

g < gy (46)
Qu+2p—1 S T (47)
qz[f; zp]qg;;}p] [l < Qut2p/2s (48)

on a

S?I < x4(logx)2max (T(qv(a:))7 IOng)KQ(ILL,,O),
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avec

[n—2p]\4
1 1 1 1 +(QIL )

+ + +
(@) (@) T G

Il s’agit & présent de fixer la valeur de p en fonction de p de maniére a ce que (46), (47) et
(48) soient bien vérifiées, puis d’évaluer Ko pour p suffisamment grand en tenant compte
du fait que la base A est supposée tempérée.

Commencons par traiter la condition (47). D’aprés 12, il existe d €]0,1[ et xg > 0 tels
que v(y/z) < dv(z) pour tout > . On a donc p < dv(x), puisque p=v(M) et M </,
ainsi qu’indiqué dans les premiéres lignes de la section 7. Pour satisfaire (47), il suffit
alors de choisir p = |c1p] avec ¢; = (5 —1)/2> 0. En effet, on aura pour z > o,

KQ(H’ap): +K1(1u‘7p)

jt2p < (14 261)p < (),

ce qui entraine bien (47). La condition x > z est vérifiee pour u suffisamment grand
puisque M < \/x.

Traitons maintenant les conditions (46) et (48). D’aprés la définition d’une base
tempérée (cf. (11)), il existe A > 0 tel pour p > 2 et p= |cap],

2 <r(5,1)/8= (ql ) < Ag, 1. (49)
Si l'on pose

k(5,1)
8

p=lcop] avec ca < €]0,1/8],

(k—2p]
4p

les conditions (46) et (48) sont bien vérifiées: d’une part, on a qL“] <gq

conséquent, q,[)” ] < gq—1; d’autre part, pour p suffisamment grand, on a

et, par

_ 9u+2p du+2p < du+2p
qH—l - [H—l] S 22p+1 X 2A )
42p+1

d’on
-2 -2 -2 -2 du+2
aiy el gl < (a7 < (gl < Agy < 22
Finalement, nous choisissons p = [cu| avec ¢ = min(eq,cz) et p suffisamment grand de
sorte que les conditions (46), (47) et (48) soient bien vérifiées et que cu > 2.
A présent, montrons qu'il existe ¢/ > 0 tel que pour p’ = |/,

Ko(p,p) < — +e~20(n=2pn=1),

qp
En appliquant (11) a diverses reprises, nous obtenons:

2
¢ <er/2= (g > gl > qp  avec ki = H(L*)»
C

1 2
c’<cn2/2:>(q[p“+p})2>>qp/ avec /<;2:/<;<§,1+7), (50)
c

- 2
¢ <ckg/2= qé‘,‘,j”] >q, avec k3 = /{(177 - 2).
c
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Pour la derniére inégalité, on a en effet

p—2p < (2—2)p< (%—2)(2/)—1)-

¢
Par définition de p et de p’, on a directement

d<1=2c=qu_9p, > qp- (51)
En conséquence, en posant

d = 3 min (c%l,cng,cngg,? — 40)

et en utilisant (50) et (51), il vient

1 1 1 1 1
+ <

+ + -
(qgu])z (ql[)/wp})? qé’;ﬁp] Qu—2p  qp

De plus, d’apres (49) et (50),

[u—2p]\4
q 1 1 1
(ad, ") _ - <L

—2 —2 :
Qu—1 qz[f:; o] qg; 71/)] 4

Il s’ensuit

1
Ko(p,p) < e~20(w=2p,p=1) 4 ~
dp’
Dans la suite, nous prenons u suffisamment grand pour que ¢/p > 2.
Posons d =2/¢, ky = k(1,d), ¢ =min(c,crq/2) >0 et p”" = |’ p]. Alors, 2p > p”. Par
ailleurs,

d’ou qL’f,ipl ] L G-
Compte tenu de la décroissance de r — o(r,-) et de la minoration (23), on a alors

(u—p"]
Ko(pp) < e—20(n=p"n=1) 4 1 < e~ 20(p=p",p=1) (1 + dpr—1 ) < e 20(n=p",p=1)
qp’ qp’

Nous obtenons ’existence de ¢

> 0 tel que, pour p suffisamment grand,
St < z*(logz)? max (T(qv(x)), loggv)672"(”*‘3/”“”"1)7

ce qui conclut la démonstration de la proposition 4.
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8. Démonstration du théoréme principal

Le théoréme 1 se déduit de fagon classique des estimations de sommes de type I et II
obtenues dans les paragraphes 6 et 7. La démarche est similaire & celle suivie par exemple
dans [24]. Posons u = x3/19. D’aprés 'identité de Vaughan (cf. par exemple [4, p. 139]),

on a
> An) — S5+ S3+0(u) (52)
n<x

avec

S1=Y_ pu(m)log(n)f(mn),
nﬁféux
Sy= > p(mi)A(mg)f(miman),
<
mimon<e
S3 = Z p(m)A(ny) f(mning).
u<m<z
u<ni<x
mnine<x
On a
dt
S = Z Z f(mn / Z / Z f(mn)
m<u n<x/m m<u t<n<x/m
< (logx) Z tgé&/}fn‘ Z f(mn)’
m<u t<n<z/m
< (logx) Z tlglma/); ‘ Zf(mn)‘
m< <t
2
< (logx) max r\nza/ﬁl‘z:f mn ’
M/2 <m<M

D’aprés la proposition 2, il existe ¢5 < 1 tel que, pour z suffisamment grand,
v(u?) = v(z%10) < csv(x).

En particulier, v(u?) < v(x) — 1. Nous pouvons donc appliquer la proposition 3. En tenant
compte de la décroissance de r — o(r,-), nous obtenons

S < x(log:c)4exp (fo(fu(zﬁ),v(z) — 1)) < x(log:c)4exp ( —o(esv(x),v(x) — 1)), (53)

ot nous rappelons que v(y) désigne la valuation du nombre y en base A (cf. §2.2).
Pour traiter S, on pose m =mjimy de sorte que

Sy = Z ( Z u(ml)A(mg)) Z f(mn).

m<y2 Mima2=m mn<z
m1<u
mo<u
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De la majoration

Z |p(ma)| A(ms) Z A(mz) =logm,

mimaa=m
mi<u
mo<u

mao|m

on déduit que
Sy < logx Z ‘ Z f(mn)‘
m<u? n<z/m

< logm(Sél) —I—SéQ) +0(u?)) (54)

avec

SP=30] 2 fmn)]

m<u n<x/m

8(2 Z ’ Z fmn‘

u<m<u? u<n<z/m

Le méme calcul que celui réalisé pour S; aboutit a
Sél) < z(logx)® exp ( —o(csv(z),v(x) — 1))

La somme 552) se traite comme une somme de type II. Au prix d’un facteur logz, nous
utilisons un lemme de séparation des variables (par exemple [18, Lemma 13.11]) afin
d’enlever la condition mn < z. Puis nous découpons les intervalles Ju,u?] et Ju,x /u] suivant
des intervalles de la forme |M /2, M] et |N/2,N], ce qui fait apparaitre un facteur (logz)?.
Finalement, nous parvenons a

552) < (log z)ssup’ Z Z bpcm f(mn)

M/2<m<M N/2<n<N

ot le supremum est pris sur toutes les suites (b, )n>0 €t (¢m)m>0 de nombres complexes de
module < 1, tous les nombres entiers M et N tels que M N < z, min(M,N) > u. D’aprés
la proposition 4 appliquée avec & = 3/10, il existe cg < 1 tel que

1/4

1
Ség) < x(loggj)3+% max(qv(w), logx) sup exp ( — EU(CGWM,N,UM,N — 1)),

MN<a
min(M, N)>u
ol nous avons posé vir, y = v(min(M,N)). Comme
u=23/10 ¢ min(M,N) < m1/2,
on a

v(xl/g) <opn < v(ml/z)

et donc

1
552) < z(log z)7/? max(qy (), loga:)l/4 exp ( —=

AA—1 )
2 v(wB/w)glAsv(xl/2)U<C6 )

https://doi.org/10.1017/51474748025000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748025000106

Fonctions additives en base de Cantor le long des nombres premiers 37

Nous obtenons ainsi la majoration
Sy < z(logz)™/? max(qy (), logz)'/4e=T@)/2 4 2910190 4
avec

T(z) = min (0’ (csv(w),v(z) —1), inf o(ceAA— 1))

o(z3/10) KALv(21/2)
Enfin, on a

Si=(ozr) 3 um) X (= X Aw) flmm)

u<m<z/u u<n<z/m u<ny <
nina2=n

Nous remarquons que

S Atm) <logn,

u<ny <
ninz2=n

de sorte que 'on peut réécrire S3 sous la forme
S3 = (log) Z Cm Z b f(mn),
u<m<z/u u<n<z/m
avec |¢, | <1, |b,| < 1 pour tous entiers m et n. On peut alors appliquer le méme traitement
a S3 qu'a Séz) et I'on obtient
Ss < x(logx)9/2 max(qy (), 10gx)1/4e_T(‘”)/2.
Finalement,

Z A(n)f(n) < z(logz)®/? max(qy(z), logz)t/4e=T@)/2 4 49/010g 1,

n<x
En tenant compte de la décroissance de r +— o(r,-), on a, en posant ¢y = max(cs,cg) < 1,

T(x) > inf o(coAA—1).
v(x3/10) AL v(z)

Cela conclut la preuve du théoréme 1.

9. Transformée de Fourier de la fonction somme de chiffres

Soient v € R et f(n) =e(asa(n)). Cette section a pour but d’établir une majoration de

la transformée de Fourier discréte décalée |F ik]| associée & f dans une base de Cantor A
quelconque. Il s’agit de reprendre et, le cas échéant, de préciser, plusieurs résultats obtenus
dans [26]. Le premier lemme ameéliore le lemme 3 de [26]. Rappelons que la définition de
¢k est donnée en (28).

Lemme 11. Pour tout nombre entier k > 1 et tout nombre réel ¢ tel que ||| < ¢, on a

onlt) <k exp <_ W) |
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Démonstration. Pour k =1, il y a égalité, donc on peut supposer k > 2. Comme ¢y, est
paire et périodique de période 1, on peut supposer que 0 <t < % La fonction f définie
par f(0)=1et

sin(mkt)

i) O <(k _1) 2’52)

est continue sur [O,%]. Pour montrer 'inégalité attendue, il suffit de montrer que, pour
te(0,2], on a f() < f(0) = L.
La fonction f est strictement positive et dérivable sur ]0, %[ et, pour t E]O,%[, on a
f'(®) it
= nkcot(mkt) — 7 cot(nt) + (k% — 1
0 (wht) = meot(mt) + (K — 1)

Pour |u| < 1, le développement de Taylor

ft)=

2
rucot(mu) =1— Z | Bo | BT

m=1

o (By)n>0 désigne la suite des nombres de Bernoulli (en particulier, By = %), permet
d’écrire pour ¢t €]0, 1],

2mt) 22
Bo| (K*™ — @ri)*™ e
Z | Bam| ( 1) 2m)! +( ) 3
2mt)
— _ B m k?’rn (7 < 07

donc f est décroissante sur [0 ,,1] d’ou, pour tout ¢ € [0,7], f(t) < f(0)=1. O
Lemme 12. Pour tout nombre entier k > 2, et tout t € R, on a

(D) <o (101

k A X Pk A .

Démonstration. Voir [26, Lemme 4]. O

Lemme 13. Pour tout nombre entier k > 2, et tout § € [ ,%] on a

t) = i (9).
max ok (t) = ¢k (9)
Démonstration. Voir |26, Lemme 5]. O

Lemme 14. Pour tous nombres entiers k > 2, k' > 2 et tout « € R, on a
(a—t)pp (o —kt) < kK T (k=)
m — (a— e - — .
pagcon(a—Opu(a—k) SR exp | - 35k~ D

Démonstration. En posant t = a—u, on a

MaX P (a—t) o (a—kt) = max oy, (u) prr (ku— (k—1)a).
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ltk—Dall 1
k'4+1 < 2k

— Si [[ku—(k—1)al| =9, le lemme 13 donne

Posons 6 :=

Nous distinguons deux cas:

o (ku— (k—1)a) < o (6) = g (”(k—l)a”> ’

k' 41
d’oi1, d’apreés le lemme 11,

7T2(k/—1) 2
— (k=1 .
- a?)

En observant que (k' —1)/(k’+1) > 1/3 et, en utilisant la majoration triviale
vr(u) < k, on obtient finalement

(k= (k= 1)a) < K exp (

pr(w)on (= (= Do) < 18 exp (= T 06 Dal?)

Si ||ku—(kE—1)al < 0, alors, d’aprés le lemme 12, on a ¢ (u) = pi(ku/k) <
er(l[kull /k). Or,

[Full = lku— (k=1)a+ (k= 1)al| = [[(k = Dol — [[ku— (k- 1)a|l
>|(k—=1Dal|—6= (K +1)6 -6 =K',
donc, comme ¢y, est décroissante sur [0, 5],

or(u) < er(llkull /k) < i (K'6/K).
Or, d’aprés le lemme 11 et la définition de §, on obtient
2 k2 _ 1)k/2
! < _ 71-(7 “Dall?).
or (K'6/k) <k eXp( 6 k2(k' +1)2 I(k =)o

En observant que (k? —1)/k* > 3/4, K?/(K' +1)%> > 4/9 et en utilisant la
majoration triviale ¢g (ku— (k—1)a) <k, on obtient & nouveau
’ m? 2
or(w)pw (ku—(k—1)a) <Kk exp | — o ll(k=1)al” ). O
Proposition 5. On a pour toust e R, A\e N*, k€N, a € R,
@ m 2
(@) <exp | —o¢ > la=1al*|. (55)
k<j<htA—1
Démonstration. D’aprés le lemme 2, en regroupant les termes deux par deux, on a

Al 1 t t
‘ )[\ (t)| < —  Pasjts (a YA ) Pas; (Ol—ag i+k oo T
|} s itk +k 2441 AL TRl R
o2 V2IHRA2) kA 7 q£\£2j] ’ qg\fzj]

d’ou 'on tire

k T 2
ol <ew |15 D @z —1al
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en utilisant pour chaque terme du produit la majoration fournie par le lemme 14. La
majoration

2
k ™ 2
E G <ew -T2 laasrn —Dal
0<j<(A—2)/2

s’obtient de maniére identique; en effectuant la moyenne géométrique de ces deux
majorations, on obtient (55). O

10. Etude de la base factorielle

Rappelons que la base factorielle correspond a la suite (a;);>0 donnée par a; = j+2 de
sorte que ¢, = (n+1)! et que la valuation v(z) d’un nombre réel x > 2 dans cette base
vérifie

logx

v(z)

Le théoréme 1 appliqué a la base factorielle ainsi que l'estimation (cf. [11, theorem 1])

= (2 +0( )

~— — .
loglogx (z = +o0)

avec

=1 k
Z o8 L2575,

fournissent 1’énoncé suivant.

Proposition 6. Soit o une fonction satisfaisant a (21) et f: N — U une fonction
fortement multiplicative en base factorielle telle que f € F,. Il existe cz,d7 > 0 tels que,
pour x =2,

logx

1
- *K:U(JJ,C7)) +291%0g 1, (56)

A(n d7———
Z <<a:exp( "(loglogz)? 2

n<T
ot Ky a été défini en (24).
Soient ¢ une fonction fortement additive en base factorielle et v: N — Z la fonction
vérifiant v(0) =0 et telle que g =3, ;vo¢; (cf. définition 1). D’apres le lemme 2, la
transformée de Fourier décalée F>[\k] associée & f(n) =e(ag(n)) définie par (22) vérifie
" k+A+1
k
F H@(,[“] ) (57)
a=k+2 D—atk+2
avec, pour a € N*,

Oulat) =~ 3 e(ar(u)—ut). (58)

ou<a
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Dans ce qui suit, nous évaluons pour diverses fonctions g le produit
@ga(a,t) @2a+1 (Oé, 2at).

Cette technique permet dans certains cas d’obtenir une estimation uniforme en ¢ de F' )[\k] (t)

et d’étudier in fine la répartition des valeurs de (g(p)),cp-

10.1. La fonction somme des chiffres en base factorielle, preuve des théorémes
2,3 et 4

D’apreés la proposition 5, la fonction f(n) =e(asa(n)) en base factorielle appartient a F,,

pour

7T2
olrs) =32 > IG+Dal’.

r<j<s

Pour tout ¢< 1 et x € R on a donc
2

Ko (z,¢) = inf S el (59)

36 v(a3/10) <A<
v(z )\A\qj(x)c)\+1§j<)\

Le théoréme 2 est donc une conséquence directe de la proposition 6 et de (59). Pour

r,s € N, a € R, posons
.2
olr,s.a)= Y |ljal,
r<j<s
de sorte que
2
Y ljal® = e([eAl. AT - La).
AHIKG<A
Proposition 7. Soit (k,b) € N? avec 1 < k <b. Pour tous nombres entiers r et s tels que
s—r>=4b, on a
s—r

k/b) > .
Q(Tﬂ‘S? /) 27

(60)

Démonstration. Introduisons la notation

T)= )

0<i<b

et supposons pour U'instant (k,b) = 1. Posons pour r,s €N, r = Rb+ R’ et s = Sb+ .5 avec
O0KR <bet0< S <b.Ona
2

. ki
> ikl =STR)+ Y |5
0<j<s 0<i<S’
et donc
o kil ki ||?
o(r,s,k/b) = > [k/bl* = (S=R)T®)+ > |I=-|| = D |5
r<j<s 0<i<S’ 0<i<R/
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Il en découle
> lgk/bl? = (S = R—1)T(b).
r<j<s

On note que, pour s —1r > 4b,

sG]t 52

Par ailleurs, un calcul élémentaire fournit

T(b) = ZV (5L si b est impair,
b—QV(% 1) +i si b est pair,

avec

Vim) = Z V2 m(m+1()3(2m+1)'

Pour b > 3 impair, il en résulte

2= b 1 2
=T =_(1-5)>=.
) 1262 12 b2 27

Pour b=2 on a T'(b) = 1/4 et, pour b > 4 pair, on a

b-2bb-1) 1 b
= V- _—= — — > —
T(b) G T = g 323 >

On a donc T'(b) > 2b/27 pour tout b > 2. En définitive, pour s —r > 4b, (k,b) =1, on a

>

r<j<s

ik |*
b

S—r
~ oo

Si (k,b) > 1, alors

. 2 . 2
0 lak/l* =D 1k /Y
r<j<s r<j<s

avec k' = k/(k,b) et b =b/(k,b). On note que (K',b') =1 et V/ > puisque b)(k par
hypothése. Si s —r > 4b, alors s —r > 4b" et donc, d’aprés (61),

r<]<s H = .

Démonstration du théoréme 3. En utilisant la relation (1), on a pour £ € Z et b € N*,

b—1
R X a2 =[5 S ame(4)

n<e
sa(n)=fmod b

<z [ oA o (£l
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Appliquons alors la majoration (56). D’aprés (60) et l'inégalité (12), pour tout ¢ > 0 et
x = xo(b,c), on a

logx
inf AL A —La)>» ———.
v(x3/101)<)\<v(z) o(leAl, TA] @) loglogz
Nous obtenons donc 'existence de ¢4 > 0 tel que, pour z suffisamment grand,
log x )

R (—ep 2t
(x) <zexp| —cy loglog t

Il s’ensuit

Z A(n):%JrO(xexp(fczlblgOl%)).

n<x
sa(n)=¢ mod b

Le théoréme 3 en découle a l'aide d’une intégration par parties (c¢f. par exemple, [27,

lemme 11]).

Proposition 8. Soit a € R\ Q. Pour tous nombres entiers r et s tels que 1 <r < s,
r— 00,

S —
o(r,s,a) = ?4'0(1( 7).

Démonstration. Comme « est irrationnel, la suite (ja);>1 est équirépartie modulo 1.
D’apreés un résultat classique sur les suites équiréparties modulo 1 (¢f. par exemple [21,
theorem 1.1]),

> lsal? =r [ WP+ outr) = 15 +oulr)

1<j<r

lorsque r tend vers l'infini, ce qui fournit par différence I'estimation attendue. O

Démonstration du théoréme 4. D’aprés le critére de Weyl (cf., par exemple, [21,
theorem 2.1]), il suffit de prouver que, pour tout nombre irrationnel a,

Ze (asa(p)) =o(w(z)) (z— +00).

Une intégration par parties montre qu’il suffit pour cela d’établir la relation

ZA (asa(n)) =o(z) (z— +00)

n<x

pour tout nombre irrationnel . Or, comme « € R\ Q, d’apreés (56) et la proposition 8, il
existe cg = cg(a) > 0 tel que pour z suffisamment grand,

ZA asA )) <<xexp(—08k)1;%).

nL
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10.2. Décompte des chiffres impairs
Dans tout ce paragraphe, on suppose que

W > 10k = 1 si k est impair,
Z = 0 sik est pair,

de sorte que la fonction fortement A-additive g associée & v compte le nombre de chiffres
impairs d’un nombre entier écrit en base factorielle.

Nous étudions séparément les fonctions Os, et Oy, 1 définies en (58) pour montrer que
leur produit est toujours petit.

Lemme 15. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a,t) € R?,
2t
CHEHIE %\cosw(a—tﬂ (62)
Démonstration. On a

O2q(ar,t) = % Z e(ay(u) —ut)

0<u<2a
e(a)

o(=2kt) + =~ > e(—(2k+1)t)

2a 0<k<a 0<k<a
1+e(a—t)

0<k<a

donc, d’aprés (28) et en remarquant que |1+e(a—t)| =2|cosm(a—t)|, on obtient (62).

O
Lemme 16. Pour tout nombre entier a > 2 et tout (a,t) € R?,
2
m 2
|O24 (i, t)| < exp <_18 12a]] ) . (63)
Démonstration. En remarquant que ps(a—t) = 2|cosm(a—t)| et en posant t =t —
on obtient
20—t/ 200 — 2t
Osafant)] = P2E2TNE020 220
a
et le résultat découle du lemme 14. O

Lemme 17. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a,t) € R? tel que [|af| < 2, on a
2
7T 2
Ous(at) < exp (- I3 ol ). (64
Démonstration. Si [|o| < 1, alors [|2af| = 2| donc, d’aprés (63), on a

272
|O24(ci,t)| < exp (—9 |a||2> .
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Si 1< af <2, alors |3 —af <1, done
120 = [2(2 —a) | =2||2 —af 2 2(— flal) > L > L]lal

et, d’aprés (63),
™
Ous(aut)] <exp (=T lal?),
ce qui établit (64). O

Lemme 18. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a,t) € R?, on a

sin27(a+ 1)t + e(a) sin2wat

O2q+1(aut) = e(—at) (2a+1)sin 2wt 7

cosT(2a+ 1)t
(2a+1)cosmt

(1+e(a))sin2mat

O24+1(at) = e(—at) (2a+1)sin 2wt

+e(—at)

Démonstration. On a

Ori(at) =5 s S elar(u) —ut)

2a+1
+ ou<2a+1

1 e(a)

= —2kt —(2k+1)t

a1 2 ST Ty 2 ek
0<k<a 0<k<a

e(a—t)
> e(—2kt)+ a1 > e(—2kt)
0<k<a 0<k<a

1 I-e(-2(a+1)t) ela—t) 1—e(—2at)

T 2a+1 1—e(—2t) 2a+1 1—e(—2t)
_e(—at) sin2m(a+1)t  e(la—t) e((1—a)t)sin27at

T 2a+41 sin 2t 2a+1 sin 27t

1
T 2a+1

?

ce qui donne (65). On écrit alors

sin27(a+ 1)t — sin2wat
(2a+1)sin 2wt

(1+e())sin2mat
(2a+1)sin 2wt

O2q+1(a,t) =e(—at) +e(—at)

et, a 'aide des formules
sin(m(2a+ 1)t + «t) —sin(w(2a+ 1)t — wt) = 2cosw(2a+ 1)t sint

et sin 27t = 2sinwtcosmt, on obtient (66). O

Lemme 19. Pour tout nombre entier a > 1 et tout (a,t) € R? tel que ||| < 3, on a

Oaas1(@t)] < & (cos ™ < Ly (22 a2 (67)
2a+1 &, S 3 CcoS B) \Sep 4a .
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En particulier, pour [|t|| < 3 et [[al| > 2, on a
2
O2a41(at)| Sexp | —3 Hall (68)

Démonstration. Si ||| < 3, alors [cosmt| > § donc, d’aprés (66) et (28), on a

|cosmt| =1 2|cosTal 2+ 2a|cosma
2a+1 2a+1 2a+1
et le membre de droite, qui décroit avec a, est maximal pour a = 1, d’ou

2+2[cosmal 4 e\
——— =2 |cos—— | ,
3 3 2

2 — |cosTa|

= |cosmal + 2011

|O20+1(at)] <

‘pa(2t) <

|O2441(a,t)| <

ce qui établit 'inégalité de gauche de (67). Celle de droite est donnée par le lemme 11,
appliqué avec k=2.

Si [|t]| < 3 et [la|| = £, alors
2 9 4 72 25 4 2. 2 2
. ln-> 1z > 2
ol -13 > (5 - 2w ) al? > 2ol
ce qui permet de déduire (68) de (67). O

Lemme 20. Pour tout nombre entier a > 2 et tout (a,t) € R?, on a
71'2 2
©24 (1) O2a41 (e, 2at)| <exp | —— [laf” ] . (69)
Démonstration. Si ||a| < £, on a, d’aprés (64),

020(010) 2110200 < O] < exp (= ).

On suppose dorénavant que ||af| > 2.
Si |2t = alors, d’apreés (62), le lemme 13 puis le lemme 11 (on rappelle que a > 2),
on a

3a’

1 1 (a2 — ].)71'2 7('2
< - — ] < —— 7 )KL -
|92a (a)t)| &S asoa <3a> X €xXp ( 540/2 X €Xp 72 y

et, comme 4||or||> < 1, on obtient

2
192(010) O 1 (0,200)] < [Oa(8)] < exp( T ||a2).
Si [|2t]| < 5=, alors ||2at|| < %, et, comme ||a|| > 2, par (68), on a

©24(a,t) O2at1 (e, 2at)| < |O2441(a;2at)| < exp <|a|| >

ce qui établit (69). O
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Nous pouvons déduire de (69) et de la représentation (57) qu'il existe C >0et D € R
tels que la fonction f(n) = e(ag(n)) appartienne a F,, avec o(r,s,a) = C(r —s)||a||” + D.
Le théoréme 1 permet ainsi d’obtenir le résultat suivant.

Proposition 9. Soit g la fonction donnant le nombre de chiffres impairs d’un nombre
entier dans sa décomposition en base factorielle. Il existe cg > 0 tel que, pour tout x > 2
et pour tout o € R,

1
> Ame (ag(n)) < wexp (—es ol 20 ).

ne

10.3. Décompte du nombre de 1 en base factorielle
Dans tout ce paragraphe, on suppose que
1 sik=1,
Vk > 1,7(k) = .
0 sinon,

de sorte que g est la fonction qui donne le nombre de chiffres 1 apparaissant dans ’écriture
d’un nombre entier en base factorielle.

Lemme 21. Pour tout nombre entier a > 5 et tout (a,t) € R?, on a

2(a—1) . ™ 8(a—1 s
[04(0,t)O g1 (aat)] < exp <—((12) sin?(ra) + a2) <exp (_(a2) llat]|® + a2> .

(70)

Démonstration. L’inégalité de droite de (70) s’obtient en observant que |sinmal| > 2 ||a]] .
D’aprés (58), comme (0) =0, on a

—t)+1 1
Oul(at) = % += ST e(-u)
2<u<a

et, en effectuant une somme géomeétrique, on a, pour ¢t € R\ Z,
2 1 2 1

Oulat)| < ———r = ——

[Balast)l < a alsinmt| a  asin(w|t|])

Par périodicité, on peut supposer f% <t< % En remplagant a par a+ 1, on obtient pour

latll > 7
2 1 2 1
© ,at)| < - < - ,
Oasrlenat)l S o+ G etn(aatl) S a1 T (at Doty
et, pour a > 5, par concavité du sinus, on a
.m ™ 6 .7 3
sin c—-sin— =
a+1” a+1l 7 6 a+1
donc
1 2
© a,at)| < - < -
Oanilaat)l S 7 +3<3

https://doi.org/10.1017/51474748025000106 Published online by Cambridge University Press


https://doi.org/10.1017/S1474748025000106

48 G. Barat et al

En étudiant les variations de la fonction g définie pour = > 0 par

2(x—1)+ T

g(l’):]._ 2 ?7

X

on constate que, pour tout z >0, g(z) > g(2+7) > %, d’on, pour a > 5,

2
Ouri(aat)| < 5 < gl2+m) < gla)
1

2(a—1) 2(a—1)

i . 9 T
pe +¥ <exp —— sin (7ra)+? ,

< exp <—

ce qui établit (70) pour a >5 et ||at|| > 5.
Si |lat|| < 5, écrivons at = k+ g avec k € Z et — <n < 5. Comme —§ <t < 3,
on a
2n
a+

—a < 2at =2k +

d’ou

ce qui implique —§ <k < 5. Si k # 0, alors
k k 1 1 2a+1 1
R e B L B - >
a ala+1) a|l| ala+1) " a 2a(a+1) 2a(a+1) " a+1
donc
2 1 2 1 2 a+1 7 1
Oulat)| < —+——FF =< -+——F < - =t
[©a(a,) a+asm(7r||tH) a+asmai+l a+ 3a 3a 3

d’ou, pour a > 5,
4
Oalast)] < & < g(2+7) <g(a),

ce qui établit (70) dans le cas ou k # 0.

Il nous reste a étudier le cas ou k =0, c’est-a-dire t = ﬁ avec —% <n< % On a
alors
—t)+1 —2¢ —t)+1 —2t)1—e(—(a—2)t
Oufot) = SOOFTL o) 5~ el o201 e(a=2))
a a a a 1—e(—t)
ou<a—2
_ela—t)+1 N e(—2t) e(—(a—2)t/2) sinm(a—2)t
B a a e(—t/2) sinrt

d’ou

t « 2cosm(a—t) 1 a at) sinw(a—2)t
e<2‘2>@4“”—a+ae<‘z‘z) e
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Ainsi,

sin®7(a—2)t

sin® 7t

sinm(a—2)t

2 2 2
Ou(at)|* =4 —t -
a0, (a,t)] cos“m(a—t)+ prmpmr

+4cosm(a—t)cosm (a+ at)

donc

02 |Ou ()2 =4+ sin2?r(2a—2)t 4sin7r.(a—2)t
sin” 7t sinmt
4sin7r(af 2)t

- (1—cosm(a—t)cosm(a+at)) —4sin® w(a—t).
sinmt

sinm(a—2)t
sinmt S

sinm(a—2)t
sinmt

Comme <a—2,0na

. 9 .
—92)¢ —2)t
g4 S m(a—2) 4s1n7r(a ) <4+ (a—2)%+4(a—2) =d®

sin® 7t sint

Par l'inégalité de Taylor-Lagrange,

m(a—2)t| - = (a—2)3J¢|3 _ sinm(a—2)t

<a—2
7 |t] ST st T2

(a—2) (1 — %(a - 2)2t2> =
et, comme |t| < (2a(a+1))71,

72 (a—2)?

sinm(a—2)t B
© 24a%(a+1)2

(a—2)(1-A4)< <a-2

sint
On en déduit que

a®104(oyt)|? <a® —4(a—2)(1—A) (1 —cosm(a—t)cosm (a+at)) — 4sin® (o — 1),
a® —4(a—2) (1 —cosm(a—t)cosm (a+at))+8(a—2)A—4sin® 7(a —t).

N )

Comme |t| < (2a(a+1))"!, on a

|cos7r(a —t)cos (a4 at) — cos? Tl

1
=3 |(cosm(a+1)t—1)+ (cosm (2a+ (a—1)t) — cosm (2a))]
1 1 T
<= Dt|+ = -1t = t| <
et
‘sinzﬂ(a—t) —sin’ra| = 1 |cos2ma — cos2m(a—t)| < 127r\t| <—F
2 2 2a(a+1)’
ce qui implique que
4(a—2 4
a®04(a,t)]?> < a® —4(a—2) (1 —cos® ma) + M +8(a—2)A—4sin®ra + WZD
6r 872 (a—2)3 27

2 -2
—a>—4(a—1 or— L O
a (a—1)sin“ma+2m a+1+ 2 az(a—|—1)2+a(a—|—1)’
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et comme

% (a—2)3 w2 4
24 a2(a+1)2 " 3(a+1) " a+1’

on obtient
a®104(a,t)|? < a®—4(a—1)sin® ra + 27.

Cela conduit a

4(a—1 2 4(a—1 2
|Oa(at)|? <1— %sin%ra—i— ai; < exp <_<aa2>sin2(m) n a;f)
et achéve la démonstration de (70) en prenant la racine carrée. O

Il découle du lemme 21 que, pour la fonction g qui compte le nombre de chiffres 1 en
base factorielle, la transformée de Fourier (définie par (21)) de la fonction f(n) =e(ag(n))
vérifie

1 tu 2 8l
Rn=—3Y e(ag(u))e(— cT> < exp (—8Ha|| log)\) = . (71)
A

Do

C’est suffisant pour obtenir le résultat suivant:

Proposition 10. Soit g la fonction qui donne le nombre d’occurrences du chiffre 1 dans
la décomposition d’un nombre entier en base factorielle. Uniformément pour (a,3) € R?,
=2, 0na

loge \ Sl
loglog x '

> eag(n)+ in) <o

n<x

(72)

Démonstration. Soit x € N avec x > ¢o = 3! = 6. Posons A\, = v(z) — 1 de sorte que
ax, < < gxr,+1 €t Ay = 2. Posons également f(n) =e(ag(n)). Par (30), on a

D elagm)+n)| < D aa| D fweBu)| = zaqr|Fa(—Ba)))
on<e A< A ou<ga A< A,

et, comme z) € {0,...,ax—1}, on a

Yooman< Y (m-Da= Y, (1i—a) <ar o

A<, —2 A<y —2 A<y —2

D’aprés (71), on en déduit que

_ 2 _ 2
> elagn)+pn)| <zx, o, A +as, 1gn, e =) Loy ogn, atan, o
o<n<z
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d’ott, comme ), 2Gx, -2+ G, —2 < Ax,—2qr,—2 < Qr,—15

2 2 2
> elagn)+pn)| < A8l (mmhz+JJA,—1QM—1(1—/\§1)8“Q” + A3l CJAw—l)-
on<

En notant que A\, >2 et ||of| <1/2, 0n a (1—)\;1)*8“0‘”2 < 2801 < 4, donc

2
Z e(ag(n)+Bn)| < A8 (2 qx, + 222, —100,—1 + Aa@r,—1),

osn<x

et, comme ay,_1 = A, + 1, on obtient

3 elag(n)+pn)| < A 8191 (23, qn, +3(axn, -1~ 1), —1) < A781F (@, +3)an,,
ogn<x

puis, en notant que z, > 1, il vient finalement

Z e(ag(n)+Bn)| < A, 8190 2y gy, < ar;Slel,

osn<x

et ce, uniformément pour 5 € R. Puisque A\, = v(x) —1 et que v(z) ~logz/(loglogx) pour
T — +00, on obtient bien le résultat voulu. O

En revanche, la majoration fournie par le lemme 21 combinée a la proposition 6 est
insuffisante pour obtenir un théoréme des nombres premiers pour la fonction g qui compte
le nombre de chiffres 1 en base factorielle. En effet, si ’'on note F' >[\k] (t) la transformée de
Fourier décalée associée a f(n)=e (ag(n)), la proposition suivante montre que pour tout
¢>0, tout « e R\ Z,

lim sup|FiM (@ 0.
Jlim_sup PN )] 2
En conséquence, la condition (26) n’est pas satisfaite. La méthode développée dans cet
article échoue donc pour établir un théoréme des nombres premiers pour cette fonction f.

Proposition 11. Soit g : N — N la fonction qui en base factorielle donne le nombre
d’apparitions du chiffre 1. Pour tout k >0, A > 20, o € R, la transformée de Fourier
décalée associée par (22) a f(n) =e(ag(n)) vérifie

5 ()| _ 20112 k+A+1
EL(0)] > exp ((— 410g(2)7? o *log (—55-)) (73)
Démonstration.
1 e(a—t) 1
C] =— —ut) = ——+— -
a(ast) > e(ay(u) —ut) -t > e(—ut),
ou<a Ogifa
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d’ot, en particulier,

Comme

[ERE 0)‘2 _ 1+(a—1)2+2(a—1)cos(27ra) _ a2—4(a—1)sin2(7ra)

a? a?

il vient

a—1 2
[©a(a,0)|* > 1= dn* —5= o]

Pour tout z € [0,1/2], 1 —x > e~21°¢()2_ Pour a > 20,

sa—1

dm lal” < 1/2,

donc, d’apres (57),

k4+A+1
k
FI0) =] T €ula0)
a=k+2
FEAFL
>>exp( 4log(2)m*[la]> Y a)
a=k+2
k+)\+1))

> exp(—410g(2) loe||® 72 log ( 2

Remarque 3. Nous signalons que des analogues du lemme 21 et des propositions 10
et 11 peuvent étre obtenus pour la fonction qui compte le nombre de chiffres non nuls en
base factorielle.

11. Le cas des bases A bornées

Lorsque la suite (an)n>0 est bornée, des complications de nature arithmétique peuvent
survenir lors de I’étude de la répartition des valeurs prises par une fonction fortement
additive. Typiquement, en base constante g, la relation sq(n) =n mod ¢—1 induit des
biais dans la répartition dans les progressions arithmétiques de la suite (sq(p))p P (cf.
[27, théoréme 3]). Sur le méme principe, on peut construire des exemples de bases
bornées non constantes dans lesquelles la suite (s A(p))p cp ost bien répartie dans les
progressions arithmétiques, sans pour autant que ’approche par la transformée de Fourier
soit concluante.

Commengons par énoncer une version du théoréme 1 dans le cas d’une base bornée.
Pour évaluer la quantité 7(q|,(.)|) en base bornée, nous employons les inégalités classiques
suivantes (ou P~ (n) désigne le plus petit facteur premier d’un nombre entier n > 2).
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Lemme 22. Pour n > 2, on a

n w(n) nn nn
r< (14500 )< s < g (74)

Démonstration. Pour n > 2,

n—= Hpvp(n) > HP*(n)”P(”) — p*(n)ﬂ(n) > 29(”)’
pln p|n
ce qui établit la majoration de Q(n). L’inégalité arithmético-géométrique permet d’écrire

w(n)

n) Er(pvp(m) =1 +vp(n) < ﬁ2(1+v[)(n)) < (u%)w(”).

pln pln

O

Il découle du lemme 22 que si A= (a;);>0 est bornée, il existe C' > 0 tel que pour tout
A e N¥,

wigy) <1, Qgn) < et 7(gy) < A\C.

De plus, d’aprés (8), v(z) < logz. On déduit donc du théoréme 1 le résultat suivant:

Proposition 12. Soit A une base bornée. Alors, il existe des nombres réels 0 < c19 < 1
et dip > 0 tels que pour o satisfaisant & (21), f € F, et x > 2,

Z Aln ) < z(log )40 exp (

n<e

o(croMA — 1)). (75)

inf
4 v(x3/101)n<)\<v(z)

Appliquons ce résultat a la fonction f(n)=e(asa(n)). D’aprés (55), on a pour tout
a eR,
2

d il o 2
Z A(n)e(asa(n)) < z(logx)*° exp ( ~ 141 v(w3/10)<f)\<v(w) Z [[(a; =Dl )7
n<r Cc10ALI<A—1

(76)

estimation qui, a la valeur prés de 'exposant dyq, généralise la proposition 2.1 de [8], qui
est une forme effective du théoréme 1 de [27]. Examinons & présent un exemple ou ce
théoréme est inopérant.

Exemple 8. Lorsque ag =2 et a, =3 pour n > 1 et o =1/2, la majoration (76) est
triviale. La majoration (50) n’est pas en cause, comme on peut le constater en calculant
directement la transformée de Fourier Fy de la fonction f(n) =e(asa(n)) définie pour
(a,t) € R? par

Fyot)=— Y elasa(u)e(~ ).
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En effet, pour tout (a,t) € R% on a

Pl L t 1 t
[E(ost)| = 592 | a— 5557 ngw?’ a5 )

ol 9 et 3 sont définies par (28). Alors, pour o =1/2,

3 Tt it 7t
P 1 A 1 ~sin g5 COS(TFt) COS’F  COSzig
A2 )| T 2738 T coso A, cos® cosZE cos oZi;
2331 3 32 33T
d’ot, en écrivant sin 53~ t = 2sin 5. 3A T COS 5 3A + et en simplifiant le produit télescopique,
: t
1 1 sins=5
_ 2371
F)\ (2,t = 3)\_177”5005(7“5) .
COS 337
A—1
On constate que pour t = 3 5 'H, on a
A-1 in (T 7™ _ in (™4 7™
F L3+ | L sin (§ + 35-1) _ |t sin ( + 7551
27 2 321 cos (5 + 355=1) 31 singFher ’

d’ott
F(1/2:)] 10 2

Pourtant, la suite (s A (p))p cp est bien répartie dans les progressions arithmétiques modulo
2. En effet, dans la base considérée, pour p > 3 premier, on a

p= 14+2n14+2-3n0+2-3%n5+...
et

salp)=14ni+ng+ng+....
On remarque que
p—1

5 =n1+3n2+3%n3+...=ny+no+ns+... ES(A)(p)fl mod 2.

On a alors les équivalences

—1
sa(p) impair < pT pair < p=1mod4

et le théoréme de Dirichlet garantit ainsi que (sA(p))
progressions arithmétiques modulo 2.

peP est bien répartie dans les

Le phénoméne décrit a I’exemple 8 peut étre généralisé:

Exemple 9. Lorsque ag est quelconque et, pour n > 1, a,, = ¢ impair, on a pour tout

(a,t) € R
|F,\(0lat)\:$%0 (Oé p ) o Hgoq< _,)
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ol @q, et p, sont définies par (28). Pour v =1/2, en utilisant le fait que ¢ est impair,
1 1
n(3)|-

in ( ™0 4 7t t t
; S ( 7 T qkfl) cos(mt) COST  C€OS 33
2’ ag- gt cos ao,gﬁ,l cos%t cos;%t cos qffl
d’ot, en simplifiant le produit télescopique,
o3 mTag it
P 1 ; 1 bm( 2 +qkfl> cos (t)
Mot ap-¢*1  cos—Tt cos -t
aO'q)‘71 q)\—l
T+
On constate que pour t = &—-"—, on a
. A1
1141 1 sm(%+%+2,q%> cog(ﬂq 2+
FA 5’ 2 - ao-qk—l' . s s . (T s ’
COS Sao + W COS b + W
donc
. mao us
. 1141 1 cos (T "’72@71) cosw’rg—l
N - . .
2" 2 ao- A os (4 = sin ( 5—2—
2a0 2a0-g* 1 2¢r—1
Ainsi,
- (1 q’\_1—|—1>’ 2 |cos T3
im |Fy|5—5—||=— =
A—+00 2 2 Tag | COS 5o
Pour ag pair et ¢ impair, nous obtenons
lim

A——+oo

1 q)‘fl 4 1

N e —— 0.

s (2 )|

Pourtant, dans ces conditions, on peut montrer que la suite (s(A) (p)) p est bien répartie
dans les progressions arithmétiques modulo 2. En effet, pour p > 3 premier, on peut écrire

p=no+aoni+ag-qna+ag-q°n3+...
avec pged(ng,ag) =1 et

sa(p) =no+n1+nz+ng+....
On remarque que

—n
b " O —ny +qna+¢*nz+...=ni+ne+ng+.... = s(A)(p) —ng mod 2
0
Pour 7 € {0,1}, on a alors les équivalences
sA(p)Ermon@pinO
ao

=7r+mng mod 2 < p=aer+ (ap+ 1)ng mod 2ap.
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Comme ag est pair et pged(ng,ap) =1, ap+1 et ng sont impairs et on peut en déduire
que pged((ag 4+ 1)np,2a0) = 1. De plus, ag+ (ag+ 1)ng est aussi impair, donc si p’ est un
nombre premier qui divise pged(ag + (ag + 1)ng,2aq), alors p’ est impair, p’ divise aq et,
finalement, p’ divise (ag+ 1)ng, ce qui est impossible.

Par conséquent,

pged((ao + 1)ng,2a0) = pged(ao + (ao +1)no,2a0) = 1.

Lorsque ng parcourt toutes les valeurs telles que 0 < ng < ag et pged(nog,ag) =1, les classes
(ag+1)no et ag+ (ap+ 1)ng forment une partition de ’ensemble des classes inversibles
modulo 2ag. En effet, si (ag+ 1)ng = ao + (ag + 1)ny mod 2a¢ alors ng = nj mod ag et,
done, ng = ng, d’ott ag =0 mod 2ay, ce qui est impossible.

Finalement, dans les deux cas » =0 et r = 1, le théoréme de Dirichlet garantit que
(S(A) (p))p cp ost bien répartie dans les progressions arithmétiques modulo 2ag.

12. Répartition de la somme des chiffres en base de Cantor

L’équirépartition modulaire modulo m de la fonction somme de chiffres s4 dans une base
de Cantor quelconque a été établie par Hoit [16] lorsque m est premier. N’en n’ayant pas
trouvé dans la littérature, nous donnons ici une démonstration du cas général ot m > 2.

On a
pe,m(N) :=card {n < N; s (n)=¢ mod m}
A
= > =) Z( (s“Dm)-0).
n<N n<N r=0
s (n)=L(mod m)
Il s’ensuit
N1 e rst4)(n) 1= rl
-5 E () S () 2 (s
r= n r=

gr(n)

avec la notation sommatoire du lemme 10, .S, étant la fonction sommatoire de la fonction
gr. Pour utiliser le lemme 10, la partie délicate consiste a majorer S, (gy).

Se(qn) = 2‘3(7%(1:;1)(@): I > e(:fl): IT ¢ (%) (78)

n<qx 0<j<A0<t<a; 0<i<A

A r=rg fixé, s'il existe 0 < j < A—1 tel que m | roaj, alors ¢q, (%‘J) =0 et le produit
ci-dessus est nul. Si ce n’est pas le cas, le lemme 13 donne

QDaj <L> :SDG.J‘ <a/]’rn> g SDG.J (Ha] ||>
m aj aj
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Alors,
1 la; = 1 1 1
miajg a;n <%<1<§7 (79)
d’ou
‘ o] H Jesml 1
(Lj G,j 2aj

Cette majoration permet d’appliquer le lemme 11, qui donne

1 (r) < 1 ) 1 2” r 2 < 2
—p, [—)<exp| = | 1—- = | 7% ||a;— <exp| ———
aj(paj m P{7% a? Tm P\ 7 8m?

a partir de (79) et de la minoration a; > 2. Finalement,

q 1= rl 1
A
‘pé,m((b\) - E‘ < m E S (_m> Sr(gn)| < m g 1S (g0)]
r=1 r=1
1= w2 (m—1)gx T2\
< — a;exp | — = exp | — .
m , 8m?2 m 8m?
r=10<j<A
Soit maintenant N = E;’:]g)_laj (N)g;. Soit (rx), une suite d’entiers telle que limry =

+oo et limv(N) —ry = +00. Injectées dans (77), 'inégalité triangulaire et la majoration
(30) donnent

pem(N) 1 1% m—1 2\
’ - — N)|Sr S — N -0
=< SIS <™l Y anesn (-1

r=1 0<A<v(N) 0<A<Y(N)
(80)
1 1 72 (v(N) —7rn)
< N ex(V)gr+ NGXP (—T Z ex(N)ga
0<KA<v(N)—rN v(N)—rny<A<v(N)
2
Qo) r 72 (o(N) — )
g )Ty - .
STN +eXp( 8m2 Moo O

On obtient ainsi, & m fixé, une majoration uniforme en ¢. Dans le cas de la base
factorielle, prenons pour ry l’entier le plus proche de %. Le développement
asymptotique (10) donne alors

log N logloglog N 1
Sx =v(N)— 08 |4 0808008 0( )]

N= loglog N loglog N loglog N
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Etudions alors l'ordre de grandeur de la majoration (80).

log (%) =0nlogdy —dn —log N +O(logén)

log N logloglog N 1
= 1+ +o
loglog N loglog N loglog N

(loglogN—logloglogN— 1+0(1)) —log N + O(loglog N)

log N
=———(1 1)).
loglogN( +ol ))
Finalement, pour N > 10 et m > 2, on obtient
N 72 logN
9= oo (- )
Pem(N) m + P 16m? loglog N

ot la constante implicite est absolue.
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